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INTRODUCCION
INTRODUCCION
Desde un punto de vista académico, una tesis doctoral 
debe establecer resultados inédites. No es solo la novedad, 
empero, justificacion suficiente para el espiritu critico : 
por una parte, los problèmes que se traten han de interesar 
realmente a la comunidad cientifica, lo cual se mide, 
razonablemente, por la pléyade de personas que los estudiaron 
con anterioridad; de otro lado, conviene que sean cuestiones 
con un nivel contrastado de dificultad, y de este segundo 
aspecto el lapse previo de investigaciôn por otros autores 
suele ser testigo implacable. Estos dos requisites, que 
pueden sintetizarse en la idea de raigambre, garantizan la 
exclusion de aquellos trabajos que, por estar planteados de 
modo artificial y ahistdrico, resultan de exclusive interés 
del propio autor. Dicho esto, consideramos delimitado con 
nitidez el objeto de la introducciôn que sigue.
En este trabajo estudiamos los cuerpos de numéros 
cübicos, esto es, las extensiones algebraicas de Q de grado
très*. Conocido es que los elementos de un cuerpo de nümeros 
K que son enteros sobre Z forman un dorainio de Dedekind, que 
en adelante denotaremos por R y conoceremos como el anillo de 
enteros algebraicos de K. Los que siguen son aspectos bàsicos 
de la aritmética de R : (i), estructura aditiva de R; (ii) ,
el espectro primo de R; (iii), el nümero de clase y, (iv), la 
estructura multiplicative del conjunto de unidades de R. 
Recordamos que R es un grupo abeliano libre cuyo rango
coincide con la dimension [K;Q] y que una base entera de R no 
es sino una Z-base de R; que cada ideal primo no nulo P de R 
yace sobre (o divide a) un ünico ideal primo no nulo pZ y, 
reciprocamente, cada primo no nulo pZ es divisible por algün 
primo P de R, de modo que, en el dominio de Dedekind que es R 
se verifica la descomposiciôn pR = Pj^®^. . . P^®^, siendo Pj^  los 
idéales primos que yacen sobre pZ, e^  ^ = e(Pj^/Z) el indice de
ramificaciôn de P^ y [K:Q] = e^f^ + ... + e^f^, donde =
= f ( P ^ / Z ) = jR/Pj^l es el grado de inercia de Pj^ ; que, por lo
* Los conceptos y teoremas c[ue utilizamos en la tesis pueden 
encontrarse definidos o enunciados en la bibliografia que se 
detalla al final. No obstante, hemos creido conveniente 
anadir un capitule de preliminares y, para facilitar la 
lectura de la introducciôn sin interrupciones, no dudaremos 
en intercaler todas las aclaraciones que sean précisas, aün a 
riesgo de resultar prolijos y redondantes.
que concierne a (iii), el nümero de clase (en adelante, h^) 
es el orden (necesarlamente finito) del grupo multiplicativo 
de idéales de R bajo la ec[uivalencia I w J si IJ“  ^ es un 
ideal fraccionario principal de R, y, finalmente, que el 
conjunto de unidades de R (en adelante, U^) tiene estructura 
de grupo abeliano con la multiplicaciôn, de suerte que, en 
virtud del teoreraa de las unidades de Dirichlet, es
finitamente generado : su torsion consiste exactamente en
a quelles raices de la unidad c[ue estân contenidas en K y el 
rango (sin torsion) es r + s -1*.
Antes de exponer el contenido de cada capitulo de la 
tesis es précise aludir a un invariante importante, a saber: 
el discriminante d^, que es un entero racional igual al valor 
det (trazaj^/Q(a^Qj ) ) , comün a toda base entera (aj^,...,a„) de 
R, n = [K:Q] . Desde Dedekind se sabe que los primos que
dividen al discriminante son justamente aquellos que 
ramifican en K**. En cierto modo, el discriminante permite 
determinar bases enteras: sea ( a , . . . , ) una Q-base
cualquiera de K y disc(Oj^, .. . ,0 ,^) = det(traza^yQ(ej^Oj) ) su
* r es el nümero de inmersiones reales de K y s el nümero de 
inmersiones complejas de K no conjugadas, de modo que se 
verifica [K:Q] = r + 2s.
** p ramifica en K si e(P/Z) > 1 para algün primo P de R que 
yazca sobre p.
su discriminante*; . . . , es una base entera si y solo
si dise (a , . . . , a^) = d^. En general, el cociente
disc(aj^, . . . ,aj^)/djç coincide con el cuadrado del indice |R:M|
del subgrupo M de R generado por . . . ,e^**, supuesto que 
cada e R.
El capitulo I esté dedicado, por este orden, a la 
obtenciôn de bases minimales en cada primo, estudio del
discriminante, bases enteras de ciertas familias infinitas de
cuerpos cübicos y caracterizacién de la monogeneidad***. Las 
dos primeras cuestiones se utilizan exhaustivamente a lo 
largo de la tesis y las dos restantes pueden entenderse como 
aplicaciones de las bases minimales obtenidas. Es de destacar 
que dichas cuestiones son resueltas en funciôn exclusivamente 
de los coeficientes de un polinomio de definicién.
La existencia de bases enteras esta garantizada desde el 
punto de vista teôrico. Métodos para encontrar bases enteras 
de un cuerpo cübico son dados , independientemente, por
* Obviamente, disc(Q2,...,e^) es un nümero racional, que es 
entero si y solo si cada cr^  es elemento de R.
** Cuando la base esté formada por las potencias 1, a, ... , 
a” “ ^ de a € R, el correspondiente indice se llama Indice de 
o, y se dénota i(a).
*** Un cuerpo de nümeros se dice monogénico si existe un 
entero de indice igual a 1.
Mathews ([Ma]) en 1893 y por G.T. Woronoj ( [V] ) en 1894. 
Entre los métodos para encontrar bases enteras de cuerpos de 
numéros de grado n citaremos al que da W.E.H. Berwick en 1927 
([Bel]) y, mâs recientemente, al de Harvey-Cohn ([HC2], th. 
9.28) .
Formulas elementales explicitas para bases enteras de un 
anillo de enteros han sido dadas solo en el caso cuadrâtico y 
para ciertos tipos de cuerpos (ciclotômicos, cübicos puros, 
bicuadrâticos). Nosotros vamos a considerar el caso cübico. 
Los primeros resultados conocidos en este caso datan de 1929 
y son los de A. Adrian Albert ([A]). Sus resultados 
determinan bases enteras para cuerpos cübicos en términos de 
funciones numéricas (funciôn de Euler) de los coeficientes de 
un polinomio de definicién del cuerpo en cuestién. Las 
expresiones a las que llega A.A. Albert son, a nuestro 
parecer, engorrosas y poco opérâtivas. Con una prueba mâs 
sencilla y con resultados un poco mâs simples, en 1955, 
L. Tornheim ([To]) da una férmula explicita de una base 
minimal en términos de los coeficientes de un polinomio de 
definicién de K, cuerpo de nümeros cübico. Si bien deja 
pendiente a resolver, en cada caso particular, un sistema de 
congruencias a solucionar, por ejemplo, aplicando el teorema 
de los restos chinos.
La computacién de bases enteras es sencilla, en 
comparacién con otros problèmes computacionales de la Teoria 
Algebraica de Nümeros, como pueden ser el câlculo del nümero
de clase, la estructura del grupo de clase o la obtenciôn de 
unidades fundamentales . El conocimiento de bases enteras nos 
permitirâ en el capitulo tercero obtener sistemas 
fundamentales de unidades expresados por medio de 
coef icientes relatives a dichas bases, lo que mejora 
sustancialmente aquellas tablas que se limitan a dar 
polinomios irreducibles de dichas unidades.
A nosotros se nos ha facilitado un disco, por la 
Universidad de Burdeos, que permite obtener bases enteras en 
cuerpos générales de grado n , una vez asignados valores a 
los coeficientes de un polinomio de definicién. Pero es claro 
que estos resultados computacionales se limitan a ser una 
secuencia de valores numéricos . En este sentido, se gana 
generalidad con nuestro estudio que permite obtener bases 
enteras en términos exclusivamente de los coeficientes de un 
polinomio de definicién.
En este capitulo, se utiliza el teorema 9.28. de Harvey- 
Cohn ( [HC2] ) , que se aplica, segûn los casos, a la base 
natural de potencias del elemento primitivo 8 y a una segunda 
base que tiene en cuenta el entero 9^, que juega un papel 
destacado en varies puntos de la tesis. Este entero 9^ 
aparece por vez primera en ([Dl])*.
En el capitulo III se pirueba un resultado que nos parece de 
gran importancia, a saber : existe una correspondencia
El discriminante de un cuerpo de numéros dado es un 
invariante de gran importancia. Contiens entre sus factures 
primos a todos los que son ramificados. También nos permite 
conocer el indice de un elemento dado y ya veremos la 
importancia que ello tiene al estudiar la descomposiciôn en R 
de un primo de Z. Otra aplicaciôn del discriminante es la 
identificaciôn de bases enteras. En 1983, Pascual LLorente y 
Enric Nart [L,N] calculan el discriminante de un cuerpo de 
numéros cübico.Nosotros, como corolario inmediato del estudio 
realizado sobre bases minimales, obtenemos el discriminante 
de K en términos de los coef icientes de un polinomio 
definicién del mismo. Ambos resultados, obtenidos por vias 
distintas, estân en concordancia.
Obtenido el discriminante de un cuerpo de nümeros cübico 
y determinada una base entera, es posible expresar el 
discriminante de una base de potencias como el producto del 
discriminante del cuerpo por un cuadrado; dicho cuadrado es 
el cuadrado de una forma binaria cübica F(x,y) que se 
denomina forma indicial. La forma indiciel se conoce en el
biyectiva entre cuerpos cübicos ciclicos de discriminante p 
y polinomios cübicos irreducibles x^ - px + pq, donde (p,q) = 
1 y 4p - 27q^ e Z^. La prueba que damos de este hecho 
descansa en el previo conocimiento de En el capitulo II,
se utiliza, en muchos casos, para poder aplicar el lema de 
Kummer en la descomposiciôn de primos racionales en K.
caso cübico puro tras M. Hall ([H]). Nosotros obtenemos dicha 
forma para diversas familias infinitas de cuerpos cübicos. No 
conocemos otra referencia para este problema concrete.
Un cuerpo de nümeros es monogénico cuando F(x,y) = ± l es 
resoluble en enteros; dicha ecuaciôn es una ecuaciôn de Thue, 
y se conocen pocos resultados incluse para su resolubi1idad. 
Bombieri y Schmidt ([B,S]) recientemente han publicado 
articules al respecte. La caracterizacién que damos de la 
monogeneidad para familias infinitas de cuerpos cübicos esté 
en funcién de la ecuacién diofàntica mencionada.
El capitulo II de esta tesis es un estudio de los idéales 
primos de un cuerpo cübico K arbitrario. Se resuelven los 
siguientes aspectos del problema :
(i) descomposicién de un primo racional en el anillo de 
enteros de K, con la determinacién, en cada caso, de los 
indices de ramificacién y grados de inercia;
(ii) obtenciôn de un par de generadores de cada ideal 
primo de K;
(iii) norma de cada ideal primo de K.
La novedad en cada apartado radica en que todo se hace en 
funcién de un polinomio de definicién del cuerpo.
En 1983, Llorente y Nart ([L,N]) estudiaron el apartado
(i); la solucién que nosotros hemos dado a (ii) e (iii) anade
a los resultados de Llorente y Nart la descomposiciôn exacta 
de los primos racionales en K. Por otra parte, los métodos 
que nosotros hemos utilizado en el estudio de (i) son 
distintos a los utilizados por Llorente y Nart, lo que esté 
justificado porque a dichos autores no les interesa 
determinar quienes sean los ideales de la descomposiciôn. En 
consecuencia, nuestro estudio es mucho mâs detallado porque 
cada uno de los casos que Llorente y Nart consideran 
encierra diversas posibilidades para cada uno de los ideales 
de la descomposiciôn*.
Anteriormente, Hasse (en 1930) y Martinet y Payan (en 
1967), (véase [Ha], [M,P]), estudiaron las ramificaciones de
K cübico no ciclico **. Pero, como Llorente y Nart también
* A s i , por ejemplo, el caso p | a , p|b , p > 3 primo 
cons iderado por Llorente y Nart les conduce a la 
descomposiciôn p = P^, p = PQ^, dependiendo de cpje 1 < Vp(b) 
< Vp(a) ô 1 = Vp(a) < Vp(b; para determinar quienes son P y 
Q, de nuestro estudio se deduce que :
^ (P»ôVp)^ si a ,b ■ 0 (p2), b f  O(p^).
(p, e^/p + 0 ) (p, 0^/p + 0 - a/p)2 si a ■ 0 (p),
b ■ O(p^), a f  O(p^).
(p, 0^/p)(p, 0^/p - a/p)2 si a * 0 (p), b = O(p^),
a f  O(p^), b p  O(p^).
P=
(P, 9) si a,b M 0(p), b ^ O(p^)
El caso cübico ciclico ya estaba estudiado, véase[D,F]
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destacan, sus resultados no permiten obtener la 
descomposiciôn en términos de un polinomio definiciôn del 
cuerpo y, en cualquier caso, sôlo tratan la cuestiôn (i).
Finalmente, en 1989 Pohst y Zassenhaus ([P,Z]) han 
estudiado, desde el punto de vista computacional, la cuestiôn 
que consiste en determinar los ideales de norma menor o igual 
c[ue un entero dado, con vistas a su aplicaciôn al câlculo del 
numéro de clase*.
Todo nuestro estudio del capitulo II se basa en los 
resultados del capitulo anterior y la utilizaciôn del lema de 
Kummer**, con el recurso eventual al teorema 10.61 de Harvey- 
Cohn ([HC2]. Llorente y Nart también basaron su trabajo en el 
lema de Kummer; pero, dado que ellos mantienen invariable el 
elemento primitivo del cuerpo cübico, normalmente no estân en 
las condiciones de aplicaciôn de dicho lema y recurren al
La diferencia, por lo demâs obvia, entre nuestro estudio y 
el punto de vista computacional estriba en que, por ejemplo, 
mediante los métodos del segundo se sabe que el ünico ideal 
de norma 3 del cuerpo cübico asociado a 8^ - 29 + 6 es el 
ideal (3,0), mientras que, a partir de nuestro trabajo se 
conoce c[ue (3,0) es el ünico ideal primo de norma 3 para la 
familia infinita de cuerpos cübicos con polinomio de 
definiciôn - (3a + 2)x + 3b.
** En el capitulo de preliminares se encuentra enunciado.
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poligono de Newton. Nosotros evitamos esta situacidn del modo 
siguiente : dado que en el capitulo I se han obtenido bases 
minimales { 1, Oj ) relatives a cada primo racional p, en
términos exclusives de un polinomio de definiciôn, se han
utilizado como elementos primitives alternatives O j ,
“l - “2 y ' en un ünico caso, 20g^ + org. Y, de este modo hemos 
estado en condiciones de aplicar el lema de Kummer. Hemos 
optado por la utilizaciôn continuada de este lema porque en 
el caso cübico el ünico primo que puede dividir al mâximo 
comün diviser de los Indices de todos los enteros algebraicos
es p = 2, en virtud del conocido teorema de Zylinsky (1913);
mâs aün, cuando 2 es el mâximo comün diviser de dichos
indices lo determine Engstrom en 1930, ([E]),* y Llorente y
Nart ([L.N]) mejoran el resultado anterior al establecerlo en 
términos de los coeficientes de un polinomio de definiciôn 
del cuerpo.
La descomposiciôn exacta en K cuerpo de nümeros cübico de 
un primo racional serâ utilizada en el capitulo III, a la 
hora de construir entensiones abelianas no ramificadas de K 
en orden a dar criterios sobre la paridad del nümero de 
clase.
* En concrete, 2 es mâximo comün divisor de los indices de 
todos los enteros de K cuerpo de nümeros cübico si y sôlo si 
2 descompone comp1etamente en K.
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En el capitulo III se encuentran las conclusiones mâs 
significatives de nuestro trabajo. Dicho capitulo trata sobre 
los cuerpos cübicos ciclicos (i.e., con grupo de Galois 
ciclico sobre el cuerpo racional) y, en gran medida, los 
resultados que obtenemos dependen del primer capitulo.
En primer lugar, se demuestra , en términos elementales, 
que el discriminante de un tal cuerpo es de la forma p^ con p 
= 3^p^...Pj., 6 e [0,2], pj^  » 1 (3) primos distintos dos a
dos; la ünica demostraciôn que conocemos de este hecho se 
debe a Heilbronn [He], quien utiliza para ello teoria del 
cuerpo de clase.
El segundo resultado importante de nuestro estudio de 
cuerpos cübicos ciclicos establece una correspondencia 
biyectiva entre cuerpos cübicos ciclicos y una agradable 
familia de polinomios que los definen. En concreto, se prueba 
que todo cuerpo cübico ciclico K coincide con un ünico cuerpo 
cübico ciclico K^p generado (sobre Q) por una raiz del 
polinomio - px + pq, donde p = 3^pj^...pj. satisface las 
condiciones arriba citadas, q es un entero positivo tal que 
(p,q) = 1 y 4p - 27q^ € Z^. Este resultado creemos que es 
inédite; lo que se conoce al respecte es una correspondencia 
biyectiva entre los cuerpos cübicos ciclicos y ciertos 
enteros algebraicos del cuerpo cuadrâtico L = Q((~3)^/^), tal 
que si K es cübico ciclico de discriminante p^, se le puede 
asociar un ünico a = (a + 3/3(-3) ^ /^)/2 e Q( (-3) sujeto a
las condiciones :
13
(i) Nq ^(cj) = p;
(ii) 0 > 0 , a s 1 (3) si p a 1(3);
(iii) a = 3a', o' a 1(3), /3 ft o(3) si 3|p.
(iv) KL = L((pa)^/^).
Ademâs, un polinomio definiciôn de K viene dado per :
+ ((1 - p) / 3)x - (p(3 + a) -1 )/ 27 si es no
ramificado en K, 
x^ - (p / 3)X - (ap) / 27 si 3 es ramificado en K.
Utilizando los resultados de nuestro primer Capitulo 
hemos sido capaces de transformer dicho polinomio de
definiciôn de K en un polinomio del tipo x^ - px + pq; en 
esta breve introducciôn conviene destacar que el punto
crucial para obtener lo anterior es el conocimiento del 
entero 0^ obtenido por nosotros en el primer capitulo.
La filosofia subyacente a este asunto es bastante sutil; 
mientras que en el capitulo I se obtiene el discriminante a 
partir de un polinomio que defina al cuerpo, ahora el proceso 
se invierte : como sabemos que los cuerpos cübicos ciclicos 
estân caracterizados por tener discriminante p^, el problema 
radica en, fijado p, determinar un polinomio con coeficientes 
en funciôn de p en términos de una sencillez tal cjue nos 
permitiera efectuar los "càlculos" de todo el capitulo.
Por otra parte, el carâcter de nuestros polinomios de
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definiciôn dan una regia sencilla que permite el listado de 
todos los cuerpos cübicos ciclicos de discriminante dado, 
evitando repeticiones.
A continuaciôn, centramos el estudio en la determinaciôn 
de sistemas fundamentales de unidades para los cuerpos 
cübicos ciclicos. Una somera descripciôn histôrica de este 
asunto nos ayudarà a situar el problema.
Lo primero que hay que resaltar es el tratamiento 
claramente computacional que ha sufrido el problema de las 
unidades: es decir, parece claro que no se puede determinar 
sistemas de unidades fundamentales en funciôn de los 
coeficientes de un polinomio de definiciôn, lo que se observa 
ya en el caso cuadrâtico. Dicho esto, hay que resaltar los 
esfuerzos teôricos que se han hecho para caracterizar las 
unidades fundamentales. Nos referiremos a estas dos caras de 
la misma moneda en el caso que nos concierne (cuerpos cübicos 
ciclicos y, mâs generalmente, cuerpos cübicos totalmente 
reales*).
Las tablas publicadas en que se listan un par de unidades 
fundamentales de cuerpos cübicos totalmente reales son 
escasas. La primera que conocemos se debe a Billevich,
* Es decir, con discriminante positivo y, por tanto, con dos 
unidades fundamentales independientes.
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([Bi]), data de 1956 y se limita a los 33 cuerpos cübicos 
totalmente reales de discriminante menor que 1300. En cada 
caso, este autor da el discriminante del cuerpo, una base 
entera, un polinomio de definiciôn y los coeficientes de un 
par de unidades fundamentales con respecto a la base citada. 
El método que utiliza Billevich es propio, pero en 1976 
Steiner y Rudman [S ,R] muestran las dificultades 
computacionales de este método para discriminantes superiores 
a los considerados por el propio Billevich.
La segunda de estas tablas publicadas se debe a Williams 
y Zarnke. Esta fechada en 1972 y contiene un par de unidades 
fundamentales para varios cuerpos definidos por ecuaciones 
cübicas irreducibles. Por ejemplo, lista los coeficientes de 
un par de unidades fundamentales con respecto a una base 
entera para todos los cuerpos cübicos totalmente reales 
definidos por - px - q = 0, con |p|, |q| < 15. Sin
embargo, no se calcula el discriminante y se echa en falta un 
estudio que indique cuando pares (p, q) diferentes definen el 
mismo cuerpo. El método que utilizan en su estudio es el de 
Voronoi, al que nos referiremos mâs adelante.
Recientemente han aparecido dos nuevas tablas debidas a 
Cusick y Schoenfeld [C,L], la primera, y a Pohst y 
Zassenhaus, la segunda.
El trabajo de los primeros se basa en un estudio teôrico 
previo de Cusick [Cl], [C2] y, su tabla contiene un par de
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unidades fundamentales de cuerpos cübicos totalmente reales 
con discriminante menor que 6885.
Sus resultados vienen condicionados a nuestro entender, 
fuertemente porque consideran la mayor de las raices del 
polinomio de definiciôn, lo que obliga a computer las très 
raices y, en conclusiôn, todos sus resultados son 
aproximados.
Finalmente, la tabla de Pohst y Zassenhaus se incluye, 
como apéndice, en su libro publicado en 1989. Los cuerpos 
cübicos totalmente reales que se consideran tienen 
discriminante menor que 1000. El tratamiento que utilizan es 
directe y pensâmes que esto dificulta la computaciôn.
Los estudios teôricos que han permitido obtener métodos 
de câlculo de unidades fundamentales en cuerpos cübicos se 
deben, bàsicamente, a Voronoi, Berwick, Godwin y Cusick.
El de Voronoi es el mâs antique, data del siglo pasado y 
las referencias que conocemos destacan que es fuente de 
numerosos errores, hasta el punto que alguna tabla no se ha 
podido publicar por este motive. Bàsicamente es una 
generalizaciôn del método de las fraccciones continuas de 
Lagrange.
El trabajo de Berwick [Bel) se centra en el estudio de 
unidades fundamentales cuando r + s - 1 = 2 , esto es, cuando
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los sistemas fundamentales de unidades constan de dos 
unidades. El estudio de Berwick hasta el memento no ha dado 
lugar a ninguna tabla; la aplicacion mas destacada que 
conocemos del trabajo de Berwick se debe a Thomas [T] , que 
estudia unidades en ordenes cubicos monogénicos, lo que resta 
generalidad a sus resultados. No obstante, dado que la 
familia U = { Q(0) : - n0 - (n + 3)0 - l = 0 , n c Z ) e s
monogénica cuando n(n + 3) + 9 es libre de cuadrados, le
permite determiner que ( 0 , 0 + 1 ) es un sistema fundamental 
de unidades del anillo de enteros de Q(0), bajo la citada 
condiciôn. En cualquier caso, pensamos que en nuestra tesis 
se obtienen estos resultados con mâs sencillez. Nos 
referiremos a esta familia con mâs detalle al explicar 
nuestra tabla; la familia U ha sido tratada por diverses 
autores : Harvey-Cohn [HCl], K. Uchida [U], E. Thomas [T],
M.N. Gras [G3] y M. Watabe [Wi], siendo i = 1,....,6, etc. 
Cômo surge la consideracion de dicha familia no parece claro; 
al parecer H.Cohn fue el primero en tratarla, en 1956. En 
nuestra tesis, el estudio de esta familia U surge de un modo 
natural, al observar determinadas coincidencias que se 
verifican en nuestra tabla; de hecho, estamos en situaciôn de 
asignar a los cuerpos de esta familia U polinomios de 
definiciôn mucho mâs sencillos, a saber : - px + p, siendo
p el discriminante del cuerpo. En este sentido, ninguno de 
los autores citados ha establecido una relaciôn entre la 
familia U y los discriminantes a que da lugar.
El estudio de Godwin [Gol] es el que servirâ de
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referenda en nuestro trabajo. Cusick [C1],[C2] aporta, segün 
él, una mejora al estudio de Godwin.
En 1960, H.J. Godwin enuncia una conjetura sobre las 
unidades de cuerpos cubicos totalmente reales. Para un tal 
cuerpo K, define la funcion (que llamaremos de Godwin) S(a) = 
(1/2)[(a - a')^ + ( a - -a '')^ + (o'- a'*)^] para a e K. La
conjetura establece que si S(p) es mlnimo en el con junto de
las unidades de norma positiva distinta de la unidad y S(r) 
es roinimo en el con junto de las unidades de R de norma 
positiva distinta de m” para n entero, entonces { n , r ) forma 
un sistema fundamental de unidades de K, supuesto que 
S(p) > 9. Veinte anos después, M.N. Gras [G3] demuestra dicha 
conjetura en el caso particular de que K sea cübico ciclico; 
dado que esta es la situaciôn que interesa a nuestro estudio, 
en âdelante hablaremos del teorema de Godwin en el contexto
de cuerpos cübicos ciclicos. En 1987, Ennola Veikko [Ve] ha
probado la conjetura de Godwin a excepciôn de un numéro 
finito de casos que se pueden expliciter a partir de su 
demostraciôn.
En cuanto al estudio de Cusick [Cl], [C2], la diferencia
sustancial respecte a Godwin consiste en considérer la 
funciôn S (a) = Tr(a^) en lugar de la citada en el pârrafo 
anterior.
Volviendo al contenido de la tesis, très obtener el 
discriminante y un polinomio definiciôn de K cuerpo de
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numéros cübico ciclico, nos proponemos deducir un método 
computacional de célculo de unidades fundamentales a partir 
del teorema de Godwin. Del teorema de Godwin se tiene que, 
acerca de n, hay que imponer las condiciones :
(1) S(m ) minima.
(ii) M unidad de norma positiva, n f  l.
Para efectuar (i), es preciso expresar los elementos del 
anillo de enteros de K en funciôn de una adecuada base 
entera*; dicha base se obtiene en esta capitule III 
sirviéndonos del primer capitule. En principle, utilizamos el 
discriminante para asegurar la existencia de una determinada 
base entera ; cômo sea de hecho, tal base se concluye una vez 
estudiada la funciôn S de Godwin**.
Una vez expresada m en funciôn de la base se observa que 
S (a) = S(ua + vr) , donde a = x + u a + vr, con x, u, v e Z y  
{l,a,T) es la base entera a que hacemos referenda. Esta 
simplificaciôn perraitirâ expresar la funciôn S como una forma 
cuadrâtica en u y v con coeficientes enteros en lugar de una
El hecho de que dicha base entera sea adecuada no es 
superflue; por ejemplo, Cusick considéra una base entera que 
depende de la mayor ralz del polinomio de definiciôn, lo que 
implica el caràcter aproximado de las unidades que obtiene.
** Véase comentario al lema 3.5.
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forma cuadrâtica ternaria, que se deduciria inevitablemente 
del estudio de Cusick. En los teoremas 3.8 y 3.13 se 
détermina la forma cuadrâtica a que hacemos referencia, el 
valor exacto de S (a) y, como conclusion, se obtiene la base 
entera {l,a,T} citada arriba.
En cuanto a la condiciôn (ii), consiste en resolver la 
ecuaciôn de norma Nq ^(x + u o + v t )  = 1 ;  dicha ecuaciôn se 
estudia en las proposiciones 3.9 y 3.14, de modo que, fijados 
u y V la condiciôn (ii) se limita a una ecuaciôn cübica en 
una variable entera que es funciôn lineal de x.
Obtenida n, y por estar en el caso cübico ciclico, 
tomaremos r igual a una conjugada de m*-
A la vista de estos resultados la computaciôn de sistemas 
fundamentales de unidades de cuerpos cübicos ciclicos se
* En el teorema de Godwin hay una condiciôn adicional y es 
S(m ) > 9. Dado que nosotros demostramos que S (a) es un 
mültiplo de p, siendo p^ el discriminante del cuerpo, para 
cada a c R, los ünicos casos a los que no podemos aplicar el 
teorema de Godwin son p = 7, 9. Estos casos estân dentro de 
la que llamaremos familia U, y el sistema fundamental de 
unidades que damos para los cuerpos cübicos ciclicos de esta 
familia es vâlido también en los casos p = 7, 9, segün se
deduce del estudio realizado por Thomas [T].
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puede hacer sin grandes dificultades. En nuestro caso, nos 
hemos limitado al caso de los cuerpos cübicos ciclicos de 
discriminante mener que 16*10^, dado que M.N. Grass [G2] 
publico una tabla (a la que luego dedicaremos un comentario) 
que cubrla dicho rango de discriminante. Nuestra tabla 
especifica : todos los cuerpos cübicos ciclicos de
discriminante mener que 16*10^, dando un polinomio de 
def iniciôn del cuerpo de la forma - px + pq; una base 
entera para dicho cuerpo; los coeficientes, respecte a dicha 
base, de varies sistemas de unidades fundamentales; la traza 
de cada unidad obtenida y el valor de la funciôn S de Godwin 
para cada unidad (que no es sine el minime aludido de dicha 
funciôn).
Por ejemplo, si K dénota al ünico cuerpo cübico ciclico 
de discriminante 1951^, entonces K = Q(©), donde 0 es raiz 
del polinomio x^ - 1951X + 1951 «17; una base entera es
(1,0,(90 + o^)/17), donde o = (-1 + G^)/] y
= 4*1951 -9*179 - 60^; las siguientes unidades
2 + 30 + 3 ((90 + a^)/17), -1 - 60 + 3 ( (9o + o^)/17) ,
-230 -30 + 6((9o + o^)/17) tienen traza, en valor absoluto, 
231 y, tomadas de dos en dos, determinan un sistema de 
unidades fundamental ; las unidades 1 + 3o + 3((9o + o^)/17), 
-2 - 6o + 3((9o + o^)/17), -229 -3o + 6((9o + o^)/17) tienen 
traza, salvo el signo, 228 y, cualquier par de dichas 
unidades es un sistema fundamental. En los seis casos, se 
obtiene que la funciôn S de Godwin vale 27*1951 y este es el 
mlnimo de tal funciôn en el conjunto de las unidades
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distintas de ± 1.
La ünica limitaciôn de nuestra tabla viene dada por la 
precision del lenguaje de programaciôn utilizado, Fortran 77.
La tabla de Gras que hemos citado se limita a listar 
polinomios de definiciôn de cuerpos cübicos ciclicos en 
funciôn del discriminante y el polinomio de definiciôn de una 
unidad, dado que calcula su traza y la traza de la unidad 
inversa. Ko obtiene bases enteras ni unidades, tal como 
acertadamente comentan Cusick y Schoenfeld [C , L ] . Es de 
destacar que nosotros siempre obtenemos très sistemas de 
unidades fundamentales tal que la traza de una de taies 
unidades coincide, salvo el signo, con las trazas de la tabla 
de Gras.
De la bibliografia consultada, se desprende que la tabla 
que nosotros presentamos es la ünica que permite deducir 
consecuencias y abstraer resultados générales para 
determinadas familias infinitas. En concrete, en nuestra 
tesis conjeturamos y probamos los resultados que, a 
continuaciôn, pasamos a detallar*.
* Mâs aün, "traduciendo" a nuestro lenguaje la tabla de Gras, 
hemos observado determinadas relaciones générales en su tabla 
que él mismo parece haber sido incapaz de establecer. De 
hecho, su tabla 4 sôlo se explica por este desconocimiento.
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Un anâlisis de la tabla de unidades fundamentales que 
construimos nos lleva a considerar las familias :
U = { K = Q (0) : Irr ( 0, Q ) = - px + p siendo
p = 3^ Pj^,..Pj. con Pj^  = 1 (3) primo distintos dos a
dos, 5 e { 0, 2 }, 4p - 27 e ),
V = { K = Q (0) : Irr ( 0, Q ) = x^ - px + pq siendo
p = p^...pj-,pj^ a 1 (3) primo y distintos dos a dos,
q > 2, 4p - 27q^ = 1 ),
W = { K = Q (0) ; Irr ( 0, Q ) = x^ - px + pq siendo
p = 9 pj^ . . .pj., pj^  a 1 (3) primo y distintos dos a 
dos, q > 2, 4p - 27q^ = 9 ,  3 / q).
La primera familia U ha sido considerada, entre otros, 
por Harvey - Cohn [HCl], K.Uchida [U] , E.Thomas [T], M.N. 
Gras [G3] y M. Watabe [Wl],...,[W6] entre 1956 y 1984.
Para cada una de las familias U, V y W damos un sistema 
fundamental de unidades ( jj., m'}- En cada caso, el sistema de 
unidades dado viene sugerido tras el anâlisis de la tabla; la 
demostraciôn de que en efecto es un sistema de unidades 
fundamentales es realizada utilizando el teorema de Godwin.
Ademâs, la unidad fundamental m tiene, en cada caso, la 
buena propiedad de ser no totalmente positiva. Asl, toda 
unidad u de R totalmente positiva (u y sus conjugados son
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positlvos) es necesarlamente un cuadrado en R. Utilizando 
este hecho, construimos un criterio sobre la paridad del 
numéro de clase para las familias V y W. Lo que hace en cada 
caso es dar sencillas condiciones suficientes para garantizar 
la existencia de un elemento de R totalmente positivo que no 
sea un cuadrado en R y que el ideal que engendre sea un 
cuadrado. A continuaciôn, enunciamos los teoremas que recogen 
dichos resultados:
Teorema 3.13 : Sea K = Q (6) cuerpo de numéros cübico
ciclico de discriminante p^ perteneciente a la familia U. 
Entonces:
(i) { a , a ' ) es un sistema fundamental de unidades de K ,
(ii) K es monogénico y (1, a, a^ ) base entera de K, 
siendo a = (m + ei)/3, m = ((4p - 2 7 ) -  3)/2),
01 = (4p - 90 - 60^)/ (4p - 27) y a* es un
conjugado de a.
Teorema 3.14: Sea K = Q (0) cuerpo de nümeros cübico ciclico 
de discriminante p^ perteneciente a la familia V. Entonces:
(i) K es monogénico y (1, 8, 0^) es base entera de K.
(ii) M = 2 + 3a + 3 ((a^ + ((q + l)/2)a)/q es una unidad
de R. (a = (-1 + 81)/3, 81 = 4p - 9q0 - 60^).
(iii)(M,M'} es un sistema fundamental de unidades de K; 
H' = -1 - 6a + 3((a^ + ((q + l)/2)a)/q) es un
conjugado de n.
(iv) Irr(M,Q) = - 3((1 + 9q)/2)x^ + ((27q - 3)/2)x + 1
(V) M no es totalmente positiva.
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Teorema 3.15. ; Sea K =* Q (©) cuerpo de numéros cübico 
ciclico de discriminante p^ perteneciente a la familia W. 
Entonces:
(i) (1, e, 02/3) y (1, a, (((q - l)/2) + ((q - l)/2)a + 
+ a ^ ) / q ) son bases enteras de K,
(a = 01/3, 01 = 4 (p/3) - 3q0 - 20^).
(ii) M = (9(q - 1) + 3(3q - 1)01 + 201^)/(18q) es una 
unidad de R,
(iii)(M,M') es un sistema fundamental de unidades de K; 
M' es un conjugado de m#
H' = (9(q - 1) - 3(3q + 1)01 + 201^)/(18q).
(iv) Irr(M,Q) = - ((3 + 9q)/2)x^ + ((9q - 3)/2)x + 1.
(V) M no es totalmente positiva.
Teorema 3.16.: Sea K = Q (0) cuerpo de nümeros cübico ciclico 
de discriminante p^ perteneciente a la familia V. Si q es un 
cuadrado (en Z) y (1 + 3q)/2 no es un cuadrado en Zgj^  para al 
menos un qi divisor primo de q, entonces el nümero de clase 
de K es par.
Teorema 3.17.: Sea K = Q (0) cuerpo de nümeros cübico
ciclico de discriminante p^ perteneciente a la familia W. Si 
q es un cuadrado (en Z) y (3 + 3q)/2 no es un cuadrado en Zq^
para al menos un qi divisor primo de q, entonces el nümero de
clase de K es par.
Para la familia U ya tenemos los criterios sobre la paridad
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del numéro de clase dados por Harvey - Cohn [HCl] y M. Watabe 
[W4], [W5].
En 1935, Siegel deroostrô que si F es un cuerpo cuadràtico 
imaginerio con discriminante dise(F) y nümero de clase hp
entonces h p  > ® cuando | dise (F) |  > ®. Para probar
esto Siegel utilizô la fôrmula
^i“disc(F) — >«0 (1°9( ^F ^F )/log( Idisc(F) I . i
siendo Rp el regulador de F, 
la cual fue establecida primero por Siegel para cuerpos
cuadràticos F, y Brauer [B] para cuerpos de nümeros 
algebraicos F générales ( fijado el grado ).
Utilizando dicha fôrmula y los sistemas fundamentales de 
unidades obtenidos en los teoremas 3.14 y 3.15, estudiamos el 
comportamiento del nümero de clase cuando el discriminante 
converge a +<» para los cuerpos de nümeros cübicos de la
familia V y W. Los resultados obtenidos son :
Teorema 3.18; Sea K = Q (6) cuerpo de nümeros cübico ciclico 
de discriminante p^ perteneciente a la familia V. Entonces
lim p >+co hjç = -Ha .
Teorema 3.19.; Sea K = Q (6) cuerpo de nümeros cübico ciclico 
de discriminante p^ perteneciente a la familia W. Entonces
lim p >+co hjç = -Ha .
(h^ es el nümero de clases de K ) .
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Un estudio anâlogo para la familia U ha sido realizado, 
en 1983, por Watabe [W2].
Como corolario inmediato a los teoremas 3.18 y 3.19, 
concluimos que sôlo hay un nümero finito de cuerpos cübicos 
ciclicos en las familias V y W con nümero de clase igual a 1.
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CAPITULO CERO. PRELIMINARES
31
PRELIMINARES
En este capitulo preliminar vamos a dar las definiciones 
y los teoremas que vamos a utilizar a lo largo de esta tesis.
K es un cueroo de numéros alaebraicos si es extension finita 
del cuerpo Q de los numéros racionales. El arado de K/Q es la 
dimension [K:Q] de K como Q-espacio vectorial; [K:Q] = n es 
finita. Diremos que K es un cueroo cuadrâtico si n = 2; un 
cueroo cübico si n = 3 ; etc.
El teorema del elemento primitivo asegura que todo K de 
grado n es de la forma K = Q(e) donde a es una ralz de 
f(x) = a^x" + ... + a^x + ag con f(x) irreducible en Q[x]. 
(f(X) = Irr (a,Q)).
El conjunto R de los x e K que son raiz de un polinomio
de Z[X] mônico constituyen un anillo que se llama anillo de
los enteros de K . R es un grupo (aditivo) abeliano libre de 
rango n y una base entera es una Z-base de R.
Si K es un cuerpo de nümeros de grado n sobre Q entonces
hay exactamente n 0-monomorfismos de K en C, siendo C el 
cuerpo de los nümeros complejos. Sea K = Q(a) , cada conjugado 
de a détermina un ünico Q-monomorfismo de K en C.
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Definiciôn; Sean a^, —  , los n Q-monomorf ismos de K 
en C. Para ... , e K definimos el discriminante de
«1, ••• » «n como disc(Oj^, ... , a„) = | ^ .
Proposiciôn; Sean ... , {3^) y [V-^, ... , r^) dos Q-
bases enteras de K, entonces disc(^j^, ... , =
|M|^disc(r^, ... , r„) siendo M la matriz del cambio de la
primera base a la segunda.
Teorema; Sean (0^, —  , /3„) y (r-^, ----  r„) dos bases
enteras de R anillo de enteros de K. Entonces, 
disc(^3^, ... , = disc(Tj^, ... , T„) .
Por tanto, el discriminante de una base entera es un 
invariante de R y se denotarâ por dise(R) ô dise(Kl.
Supongamos ... , elementos de R, entonces dichos
elementos forman una base entera de R si y solo si 
disc(a^, ... , Oj^ ) = dise (R) . Mâs adelante veremos que el
discriminante contiene informaciôn sobre los primos de Q que 
ramifican en K.
Para cada primo p e Z y para cada entero m e Z denotamos 
con Vp(m) al mayor exponents r tal que p^ | m. Diremos que 
una Q-base de enteros {Qj^ , ... , es minimal en p si
Vp(disc(aj^, ... , ct„)) = Vp(disc(K) ).
El teorema 9.28. de Harvev-Cohn nos permite encontrar en
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un nümero finito de pasos una base entera de K a partir de 
una Q-base de enteros de K. Enunciamos dicho teorema en el 
caso K cuerpo de nümeros cübico, que es el que nos interesa.
Teorema 9.2 8 de Harvev-Cohn para K cuerpo de nümeros
cübico: sea ( , Q g , C g } una Q-base de enteros del cuerpo
cübico K. Sea p un primo de Z, se verifica:
(1) si Oj^/p € R entonces {Uj^/p, ûij , 03 ) es una Q-base de
enteros del cuerpo K y se verifica
Vp(disc(a]^/p,a2 ,Ug) ) = Vp (dise (a , 03 , «3 ) ) - 2 .
6 (2) si a ^ / p  / R entonces se verifica:
(2 .1.) existe Sq e ( 0 , 1 , 2 , . . . , p- 1 ) tal que
(Sq O j^ + üg ) /P e R y, entonces,
(0 3 , (SgOi + (i2)/p,a3 } es una Q-base de 
enteros del cuerpo K y se verifica 
Vp( disc( ( SqQi + Œ2 ) / p, 03 ) )
= Vp(disc(aj^,02,a3) ) - 2.
6 (2.2.) Si (Sq“ i + «2^/P / R para todo
Sq € (0,1,2,...,p-l) entonces se verifica: 
(2.2.1.) Existen S g , s^  ^ € (0,1,2,... ,p-l )
taies que (SgO^ + s^^Cg + «3 ) /P e R, y
entonces (ûj^,û2 » (SgCj^ + s^^Og + “3)/P ) es una 
Q-base de enteros del cuerpo K y se verifica
= Vp(disc(ûtj^,a2,a3) ) - 2.
6 (2 .2 .2 .) (03 ,^0 2,03) es minimal en p.
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'p( disc( 0:1,02, (Sg(%i + S3^ (%2 + “3J/P )
Def iniciôn: Sea o e R, indice(a) = (disc(or)/disc(K) )
Se verifica indice(a) e Z'*’. Diremos que K es monogénico 
si existe a c R tal que indice(a) = 1, esto es, si R tiene 
una base entera de potencies (1, a , . . . , .n - 1,
En general, R no es un dominio de factorizaciôn ünica 
(D.F.U.), pero dicha factorizaciôn ünica se cumple para sus 
idéales, dado c[ue R es un dominio de Dedekind.
Sea L/K una extensiôn finita. Sea R el anillo de enteros 
de K y S el anillo de enteros de L. Si P es un ideal primo de 
R entonces PS = . . . Pg®® de forma ünica, siendo P^
idéales primo de S. Por def iniciôn ei es el indice de 
ramificaciôn de P^ sobre P. S/P^ es una extensiôn finita de 
R/P, su grado f^ se denomina grado de inercia de P^ sobre P. 
Diremos que P es ramificado en S si y solo si algün ei es 
mayor que 1. La condiciôn necesaria y suficiente para que un 
primo p de Z sea ramif icado en R es que p | disc(R) . Si 
n = [L:K] entonces E eif^ = n.
En el caso L/K normal el = ... = es y fj^  = ... = fg. 
Ademâs, G = Gai (L/K) actüa transitivamente sobre los idéales 
primos de S que yacen sobre P. O sea, si Q y Q* son dos 
idéales primos de S que yacen sobre el mismo primo P de R, 
entonces existe a € Gai (L/K) tal que a (Q) = Q'.
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Para estudiar la aritmética del anillo de enteros R de 
un cuerpo de numéros K, debemos comenzar por la determinaciôn 
de los idéales primos no nulos de R. Ahcr?. bien, si P es un 
ideal primo no nulo de R entonces P n 2 = pZ es un ideal 
primo no nulo de Z. Luego la determinaciôn de idéales primos 
no nulos de R se reduce al conocimiento de la descomposiciôn 
de los primos de Z en producto de idéales primos de R. El 
lema de Kummer ([M], teorema 27) es un criterio para
determinar dicha descomposiciôn.
Lema de Kummer: Sea a elemento primitivo de K cuerpo de 
numéros algebraicos. Supongamos que p es un primo de Z tal 
que p j[ Indice(a). Sea g(x) = Irr(a,Q). Consideremos 
g + Zp[x] = (gi + Zp[x])®^ ... (gj. + Zp[x])®^ la
descomposiciôn de g + Zp[x] en irreducibles de Zp[x]. 
Entonces, pR = (p, g^Co))®^ ... (p, g^(a))®^. Ademâs, el
grado de inercia de (p, g^ (a) ) sobre p es igual al grado de 
9i"
Hay otro criterio que, en ciertas ocasiones, puede ser 
muy ütil en el momento de estudiar la descomposiciôn en R de 
un primo p de Z:
Teorema (teorema 10.61. de [HC2]): Sea R anillo de
enteros de K sea p un primo de Z. Consideremos
pR = P^®^ ... Pg®® la descomposiciôn de pR en idéales primos
de R. Entonces, Vp(disc(K) ) = -1 + ei + hj^  donde hj^  = 0 si 
p / ei y hj^  > 0 si p | ei.
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En el conjunto S de los idéales no nulos de R anillo de 
enteros de K definimos la siguiente relaciôn de equivalencia: 
I, J idéales no nulos de R, I » J si y solo si al = p j para 
algün o, p  e R - (0). El conjunto cociente S/« es un grupo Cjç 
abeliano finito que se llama arupo de clases de K. Su 
cardinal hj^  se denomina nümero de clase de K. En relaciôn con 
las propiedades de factorizaciôn de R, se tiene cpie R es un 
D.F.U. si y solo si R es un D.I.P. si y solo si hjç = 1.
Para todo K cuerpo de nümeros algebraicos existe una 
màxima extensiôn Kl/K abeliana no ramificada. Llamaremos 
cueroo de clases de Hilbert de K al cuerpo Kl. Se verifica 
que Gai (Kl/K) » Cj^  y, en particular, [K1;K] = hjç. Por tanto, 
un criterio para demostrar que el nümero de clase es un 
mültiplo de un entero m es encontrar una extensiôn L/K 
abeliana no ramificada y tal que [L:K] = m.
El Teorema de las unidades de Dirichlet (teorema 38, 
[M]) détermina la estructura del grupo de unidades de un 
anillo de enteros. Enunciamos a continuaciôn dicho teorema :
Sea U el grupo de unidades de un anillo de enteros R. Sean r 
y 2s el nümero de Q-monomorfismos reales y no reales de K en 
C. Entonces U es el producto directo de W y V, donde W es el 
grupo ciclico finito de las ralces de la unidad en K y V es 
un grupo abeliano libre de rango r + s - 1.
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Un conjunto de generadores de V se llama un sistema 
fundamental de unidades de R .
La condiciôn necesaria y suficiente para que un elemento 
u de R sea una unidad es que su norma sea ± 1. (La norma de 
un elemento de R se define como el producto de sus conjugados 
y la traza como la suma de sus conjugados, incluida la 
multiplicidad).
Diremos que una unidad u de R es totalmente positiva 
cuando u y sus conjugados son positivos.
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CAPITULO I. ESTUDIO MONOGRAFICO DE LOS 
CUERPOS DE NUMEROS CUBICOS.
1.A. Bases minimales y 
discriminante de K cuerpo de 
nümeros cübico.
l.B. Caracterizaciôn de la 
monogeneidad para diversas 
familias infinitas de cuerpos 
cübicos.
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l.A. BASES MINIMALES Y DISCRIMINANTE DE K CUERPO DE NUMEROS 
CUBICO.
En este primer Capitulo, realizamos un estudio de bases 
minimales en cada primo para K cuerpo de numéros cübico. 
Realizamos dicho estudio en funciôn de los coeficientes de un 
polinomio de def iniciôn de K. Como corolario inmediato, 
obtenemos el discriminante de K. Al final de este Capitulo se 
apiican, a modo de ejemplo, estos resultados a diversas 
familias infinitas de cuerpos cübicos. En cada caso, se da 
una base entera, el discriminante y una caracterizaciôn de la 
monogeneidad en termines de la resoluciôn de una ecuaciôn 
diofântica. Estos resultados tienen caràcter descriptive y 
serân aplicados en los prôximos capitules. Para la obtenciôn 
de bases minimales, hemos apiicado el teorema 9.28 de Harvey- 
Cohn [HC2, th. 9.28].
En lo que sigue, K dénota a un cuerpo de nümeros 
cübico. Podemos suponer K = Q(0), Irr(0,Q) = - ax + b y
que no existe un primo p tal que p^ | a, p^ | b. Con R 
denotamos al anillo de enteros de K (raices en K de un 
polinomio mônico con coeficientes en Z) . El discriminante de 
0 es 4a^ - 27b^ = d^q con q libre de cuadrados. D dénota al 
discriminante de K. Para cada primo p e Z y para cada entero 
m e Z denotamos con Vp(m) al mayor exponents r tal que 
p^ I m. Con Z denotamos al anillo de los nümeros enteros y 
con Q al cuerpo de los nümeros racionales.
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En cuanto a los conceptos bàsicos utilizados consültese 
[HC2], [M] ô [Sa].
Empezamos dando un lema de caràcter técnico que ser à 
utilizado en diversas ocasiones a lo largo de toda la tesis.
Lema 1.1.: Sean x,y,z,p enteros racionales. Son équivalentes:
(i) u “ ( X + ye + z0^ ) / p e R - Z.
(ii) Existen C, D y E enteros racionales taies que: 
pC - -3x - 2az.
p^D * a^z^ - ay^ + 3x^ + 4axz + 3byz. 
p^E = abyz^ - 2ax^z + by^ - x^ - 3bxyz - 
- b^z^ + axy^ - a^xz^.
Demostraciôn: Obviamente, u e R équivale a la existencia de 
C, D, E € Z taies que u^ + Cu^ + Du + E = 0. Calculando u^, 
u^, reduciendo potencias en 0 hasta el orden 2 y aplicando 
que { 1, 0, 0^ } es un Q-base de enteros, dicha ecuaciôn
équivale al sistema:
(1) a^z^ + aCpz^ + 3axz^ + 3ay^z - 3byz^ +
+ 2Cpxz + Cpy^ + Dp^z + 3x^z + 3xy^ « 0 .
(2) 3a^yz^ - 2abz^ + 2aCpyz + €axyz + ay^ - bCpz^ -
- 3bxz^ - 3by^z + 2Cpxy + Dp^y + 3x^y » 0 .
(3) -3abyz^ + b^z^ - 2bCpyz - 6bxyz - by^ + Cpx^ +
+ Dp^X + Ep^ + X^ = 0 .
Resolvemos dicho sistema multiplicande la ecuaciôn (1) 
por -y, la (2) por z y se suman, despejàndose asl pC.
41
Finalmente se obtienen p^D y p^E obteniendo las condiciones 
dadas en (ii).
c.q.d.
En principle, en K tenemos la Q-base de enteros ( 1, O, 
}. Como aplicacion de este lema, vamos a obtener otra 
segunda base. El teorema de Harvey-Cohn sera aplicado a una u 
otra base, segün el caso.
Lema 1.2.: Se verifica:
(1) disc (9) = 4a^ - 27b^ .
(2) 83  ^= ( 4a^ - 9be - 6a9^ ) / d es un entero
algebraico, donde 4a^ - 27b^ =» d^q con q libre 
de cuadrados.
(3) disc (1,8^,83 )^ = 3'*b2q.
Demostraciôn.
(1) disc (9) = - N^q (f'(6)) = - N^q (302 - a) =
= - N^q ((30^ - a0 ) / 0 ) =
= - N^q ((3a0 - 3b - a0 ) / 0 ) -
= - N^q  (2a0 - 3b) / N^q (0).
Pero, N^q (0) = -b, y N^q  (2a0 - 3b) = 4a^b - 27b^. Por
tanto, disc (9) = 4a^ - 27b^.
(2) Por el lema 1.1. 03  ^ e R siendo, en este caso, C = 0, 
D = -3aq, y E = -dq^.
(3) Su demostraciôn es trivial.
c.q.d.
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Damos ahora un lema anâlogo al 1.1. para la Q-base de enteros 
(1,8^,@2 )' Igualmente, sera muy utilizado a lo largo de esta 
memoria.
Lema 1.3.; Sean A, B y r elementos arbitrarios de Z. Son 
équivalentes:
(i) (A + ee^ + 8j^ ) / r € R \ Z .
(il) Se verifica el siguiente sistena de
congruencias:
-3A - 2aB ■ 0 (r) .
Bdq - 3aq + a^B? + 3A^ + 4aAB ■ 0 (r^) .
-2aA^B - A^ - b^B^ - a^AB^ - dq^ - aB^dq -
-ABdq + 4a^Bq + 3aAq « 0  (r^) .
Demostracién: Se aplica el lema 1.1. tomando x = Ad + 4a^, 
y = -9b, z = dB - 6a, p = rd .
c.q.d.
cc:
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ESTUDIO DE BASES MINIMALES EN P = 3
'/a estâmes en condiciones de comenzar el estudio,
propiamente dicho, de bases minimales en p = 3. Es realizado
en términos, exclusivamente, de los coeficientes de un 
polinomio definiciôn de K. Dicho estudio es recogido en las 
once siguientes proposiciones que contemplan todos los casos 
posibles. Se detallarà la demostracién de aquelles en las que 
el anàlisis del sistema de congruencias a que da lugar el 
teorema de Harvey-Cohn no sea de resoluciôn inmediata.
Lema 1.4.: Sea Sq e { -1, 0, 1 ) . Se tiene que
(sq + 0) / 3 e r sii a a 3 (9) y ( b ■ 1-a à b = a-1 (27)).
Ademâs, en el caso b = a-1 (27) es (-1 + 8) / 3 e R y, en el
caso b a 1-a (27) es (1 + 0) / 3 e R.
Demostracién: Por el lema 1.1., (Sg + 0) / 3 e R sii -3sg s
s 0(3), -a + 3Sg2 s 0(9) y b - Sg^ + asg = 0(27). Si fuera 
Sg = 0 implicaria 9|a, 27 jb, caso que ha sido excluido.
Luego, Sg = ± 1 de donde a » 3 ( 9 ) y ( b a  1-a 6 b a a-1
(27) ) .
c.q.d.
ProDosicién 1.5.; Si Vg(b) = 1 y Vg(a) > 2 entonces
{l,0^,ej^/3} y (1,0,0^) son minimales en 3. Ademâs, Vg(D) = 5. 
Demostracién : Veamos, en primer lugar, que (1,0,0^) es
minimal en 3. Para ello aplicamos el ya mencionado teorema de
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Harvey-Cohn a dicha base.
1/3 / R .
Por el lema 1.4. (Sg + 0) / 3 / R, para Sg e (-1,0,1).
Por el lema 1.5. (Sg + Sj^ 0 + 0^) / 3 € R sii:
(a) -3Sg - 2a ■ 0 (3) .
(b) a^ - as^Z + 3Sg2 + 4asg + Ibs^ a 0(9) ,
de donde deducimos que Sg = 0 .
(c) -absj^ + bs^^ - b ^ a  0(27) .
De la congruencia (c) , deducimos que 3|sj^ luego Sj^  = 0 pues 
e (-1,0,1). Pero, s^  ^ = 0 =«> 27 jb^ , absurdo. Luego,
(Sg + S]^ 0 + 02) / 3 X R .
Se tiene, pues, que (1,0 ,0^) es minimal en 3. Por otro lado,
Vg (4a^ - 27b2) = 5. Luego Vg (D) = 5. Por el lema 1.3.,
0j^  / 3 e R. Ahora bien, disc (l,02,ej^/3) = 32b2q y Vg (32b2q) =
= 5 = Vg(D), luego (l,02,0j^/3) es minimal en 3.
c.q.d.
Proposicion 1.6.: Si Vg(b) - 2, V](a) > 3 entonces
{1,02/3,aj^/3) y (1,0,02/3) son minimales en 3 siendo Vg(D) = 
= 5.
Demostracién: En primer lugar, 02/3 e R por el lema l.l. (C =
= -2a/3, D - a2/9, E = -b2/27 ). De forma anâloga a como se
hizo en la proposicién 1.5. se ve que (1,0 ,02/ 3 ) es minimal 
en 3 y Vg(D) = 5. Ahora bien, por el lema 1.1. 0^/3 e R
(tomando 0 = 0, D = -3ac[/9, E = -dq2/27) . Disc (l,02/3,0j^/3) =
= b2q y Vg (b2q) = 5 = v^ (D), luego (1,02/3,0^/3) es minimal 
en 3.
c.q.d.
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Proposicion 1 .7 .: Si Vg (a) = Vg (b) = 2 entonces 
{ 1,02/3 , 0 j^ /3 ) y (1,0 ,02/ 3 ) son minimales en 3 siendo Vg (D) =4 . 
Demostracién; Bajo estas hipétesis (1,0 ,02/3 ) es una Q-base 
de enteros minimal en 3. Por ser Vg (4a^ - 21h^) = 6 se
tiene Vg (D) = 4 . También en este caso, 0 j^ /3 e R y 
11, ©2/3 , e j^ /3 ) es minimal en 3 .
c.q.d.
Proposicién 1.8.: En el caso Vg (a) = Vg (b) = 1, (1,0,02) y 
(1,02, (3Sg +• 3Sj^02 + Q^) / 9 ) son minimales en 3; con
Sg € (-1,1), S]^  e (-1,0,1). Se satisface, ademâs, el
siguiente sistema de congruencias:
3dqsj^ - 3aq + 27 + lôaSgSj^ s 0(81) .
-54aSj^  - 27sg - 27b2sj^  - 27a2sgSj2 -dq2 _
- 9adqsj 2^ _ 9 dqSgS^ + 12a2qsj + 9aqSg a
= 0 (36) .
Ademâs, Vg (D) = 3  .
Demostracién; (1,0 ,0 2 ) es minimal en 3. En efecto; 1/3 fL R; 
(Sq + 0 )  / 3 /  R y a  que, por el lema 1.4., ello implicaria 
3/b; y , en tercer lugar, (Sg + Sj^ 0 + ©2) / 3 / R pues,
aplicando el lema 1.1. se ve fâcilmente que Sg = Sj^  = G y de 
ahi se deduce que 27 | b 2 , lo cual es absurdo. Ademâs, 
Vg(4a2 -27bi2) = V3 (D) = 3. Considerando ahora la base
(1 ,0 2 ,0^), se tiene que 0^^/3 e R y (Sg + ©2) / 3 / R con 
Sg e (-1,0,1). Como Vg (disc({1,02,0j^/3 )) ) = 5 necesariamente 
existen Sg, s^ c (-1,0,1) tales que (Sg + Sj^ 02 + 0j^/3)/3 e R. 
Aplicando el lema 1.3., se deduce que Sg f 0 y que se
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safisfacen las congruencias dadas en el enunciado.
c.q.d.
Proposicion 1.9.; Para a * 3(9), 3 /  b, b^ f 4(9) se tiene
{1, 02, 9 ^ ) y {1, 0 , 02 } son minimales en 3. Ademâs,
V](D) = 4.
Demostracién: Vamos a aplicar el teorema de Harvey-Cohn a la
base {1, ©2, 0 ^^ ).
1/3 / R, pues R n Q = Z.
(Sg + ©2)/3 / R, para Sg e (-1,0,1). En efecto, por el lema
1.3. si fuera (Sg + ©2)/3 £ R se
verificaria el siguiente sistema de 
congruencias:
(1) -3Sg -2a ■ 0(3)
(2) a2 + 3Sg2 + 4asg ■ 0(9)
(3) -2asg2 - Sg2 - p2 -a2sg * 0(27)
Como 3 / b de la tercera congruencia se 
deduce Sg 0. Por ser a ■ 0(3) la segunda 
congruencia implica 3Sq 2 + 4asg ■ 0 (9).
Si fuera Sg = 1 se tendria 3 + 4a ■ 0(9) lo 
cual es absurdo pues se supone a * 3(9). 
Si fuera Sg - -1 de la tercera congruencia 
se deduciria que -2a + 1 - b2 + &2 m 0(27) 
y , por ser a ■ 3(9), implicaria
3 + 1 -  b2 * 0 ( 9 )  lo cual es absurdo ya que 
se supone b2 jt 4(9).
(Sg + Si©2 + 0 j^ )/3 / R, con Sg, s^ e (-1, 0 ,1). En caso
contrario, por el lema 1.3. se tendria:
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(1) asj^  a 0(3) .
(2) s^dq + 3Sg2 + aSgS^ a 0(9).
(3) -2asg2s^ - Sq 2 - _ a^SgSj^^ _ dq^
-  a d q s ^ ^  _ d q s g s ^  +  4 a 2 q s ^  + 3 a q s g  ^  0 ( 2 7 ) .  
Para razonar sobre este sistema de 
congruencias neces itamos calcular
S 3 = V 3 (4a? - 27b2). obviamente, S 3 > 3.
Si fuera 4a^ - 27b^ a 0 (3^) se tendria
4 (a/3) 2 - y2 B 0(9). Pero a a 3(9) implica 
(a/3 ) 2 B 1(9). Por tanto, b^ a 4(9), 
absurdo. Tenemos, pues, que S3 = 3 ô 4. 
Ahora bien, S 3 = 3 implica
4 (a/3)3 - 3 1(3) 6 4 (a/3)^ - b ^ a  2(3).
Luego b^ a 0,3 ô 5(9) à b^ s 2,5 u 8(9) y 
esto es absurdo ya que en Zg los Unicos 
cuadrados son 0,1,4,7. Por tanto S3 = 4. 
Razonamos ya sobre el sistema de 
congruencias. Si fuera Sj^  = 0 de la segunda 
congruencia se deduciria que 3Sq2 b 0(9) 
con Sg e (-1,0,1), luego Sg = 0. Y, de la 
tercera congruencia, -dq2 a 0(27), absurdo 
pues S3 = 4. Luego, s^ = ± 1. Por otro 
lado, Sg = 0 = > -b^s^] - dq^ - adqs^Z 
+ 4a2qsi B 0(27) ==> 9 | b^Sj^^ con
S3 6 (-1,0,1) y  b  ft 0(3) = >  S3 = 0, que no 
puede darse. Luego, Sg = ± 1. De (2), se 
deduce 3 + aSgS3 * 0(9), luego SgS3 = -1.
De (3) y teniendo en cuenta que a a 3(9),
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SgSi * -1, 9 II d, 3 / q, se tiene
-2as3 - Sq -s^b? - a^sg -dq2 + dq + a^qs^
+ 3aqsg ■ 0(27). Se pueden dar dos casos:
Sg = 1 y S3 = -1, en cuyo caso + 2a -1 ■ 
» 0(9) ==> b^ a 4(9)
absurdo.
Sg = -1 y S3 ■ 1, en cuyo caso -b^ - 2a +1* 
■ 0(9) ==> b2 a 4(9)
absurdo.
Luego, {1, e2, 83 ) es minimal en 3 y V](D) = 4. Como S3 » 4
también {1, 8 , 0  ^) es minimal en 3.
c.q.d.
Proposicion 1.10. : Si 3 | a, 3 /b, a ft 3(9) y b^ ^ a+l(9)
entonces (1, 0^, 83/3 ) y (1, 0, 0^ ) son minimales en 3.
Ademâs V3 (D) = 3 .
Demostracién; Veamos que, bajo estas hipétesis, se tiene 
S3 = 3. Si fuera 3 | (4(a/3)^ - b?), como 3 / b, se tendria
3 / (a/3), luego a ft 0(9). Por ser a * o(3) y a ft 3(9),
necesariamente a a 6(9). Pero, a » 6(9) y 4 (a/3)^ - b^ a o,3
ô 6(9) ==> b^ a 5,2 u 8(9). Absurdo, pues en Zg los cuadrados 
son 0,1,4 y 7. Por tanto, 4 (a/3)^ - b^ ^ o(3) y S3 = 3 .  
Afirmamos que (1, 0, 0^ ) es minimal en 3. En efecto:
1/3 / R.
(Sg + 0)/3 X R con Sg £ (-1,0,1), por el lema 1.4.
(sg + s30 + 0^)/3 X R con Sg, S3 £ (-1,0,1). Si fuera de R, 
por el lema 1.1., se tendria el siguiente 
sistema de congruencias:
+
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(1) - 3Sg - 2a * 0(3).
(2) a2 - + 3S q 2 + 4as g  + s
= 0(9).
(3) - absi - 2asg2 + bs^^ - Sg^ - IbSgS^ -
- b^ + asgS^Z _ a?sg a 0(27).
Veamos que s^ / 0. Para 3^ = O s e  tendria 
2sg2 4- asg a 0(9) y -2aSg2 -Sg^ - b^ -a^sg 
a 0(27). Pero, Sg f  0; de lo contrario 
séria -b^ a 0(27), absurdo. Luego Sg = ±1 y 
3 + aSg ■ 0(9). Como a p- 3(9),
necesariamente Sg = 1 y, entonces,
-2a -1 -b^ -a^ a 0(27). De donde b^ ■ -2a - 
- 1(9) ==> b^ a 5(9) absurdo, ya que 5 no 
es un cuadrado en Zg. Luego = ± 1.
Tampoco, Sg puede ser cero.
Si Sg = 0:
De la segunda congruencia se deduciria 
-a + 3bS3 a 0(9) y -abs^ + bs^ + b^ a 0(27)
===> a p  0(9) y , como a * 0(3), a p 3(9),
necesariamente a a 6(9). Luego 3bS3 a 6(9).
Para s^ = 1 ==> 3b ■ 6(9) y -ab + b + b^ a 
a 0(27) ==> 3b2 + 3b -3ab » 
a 0(9) ==> 3b^ a 3(9) ==>
b^ a 1(3) ==> b^ a 1,4 ô
7(9). Pero b2 p a+1(9) ==> 
b2 p  7(9). Luego b ^ a  I d  
4(9) ==> b a 1,8,2 6 7 (9) 
y, por ser 3b a 6(9), b a
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■ 8(9) 6 b ■ 2(9), absurdo 
ya que se debe verificar 
-ab + b + b^ ■ 0(9) siendo 
a ■ 6(9).
Para s3 = -1, se razona de modo totalmente 
anâlogo al caso S 3 = 1 ,
llegândose también a un 
absurdo.
Por tanto S q  fO.
Queda, entonces, estudiar los posibles 
casos Sg = ±1, S3 = ±1, a ■ 0 ô 6(9)
combinados de todas las formas posibles. En 
cado caso se llega de forma anâloga a un 
absurdo.
Veamos, por ejemplo, el caso Sg = 1,
S3 = 1, a ■ 0(9):
(2) “ > 3 + 3b ■ 0(9) = >  b ■ 2(3) “ >
b ■ 2, 5 u 8(9). b ■ 8(9) no puede darse
pues b2 p  a+1(9).
a s 0(9) ==> a ■ 0, 9 ô 18 (27).
b ■ .2 ô 5 (9) — > b ■ 2,11,20,5,14 ô 23
(27). Ninguno de esos posibles casos
verifica la congruencia (3).
Se tiene, pues, demostrada la minimalidad de (1, 8 , 8^ ) en 
3, siendo Vg (D) = 3 .
Por el lema 1.3., 83/3 6 R. Y, como V 3 (disc(l, 8^, 63/ 3)) =
= 3 = V3 (D), (1, 02, 03/3) es minimal en 3.
c.q.d.
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Proposicién 1.11.; Si a s 3(9), s a+1(27) entonces 
(1, (-1 + q2)/3, 03/ 3 } es minimal en 3. Ademâs,
Vg (D) = 1 si S3 es impar, y
V3 (D) = 0 s i  S3 es par.
D e m o s t r a c i é n ; B a j o  estas hipétesis n o  c o n o c e m c s  s 3 . E s ,  p u e s ,  
m â s  conveniente aplicar el teorema de Harvey-Cohn a l a  base
(1, 92, 8 3 ).
Veamos, en primer lugar, que 83/3 e R. Por el lema 1.3. ello 
équivale a que -3aq a 0(9), -dq^ = 0(27). La primera 
congruencia es trivial ya que a a 0(3). En cuanto a la 
segunda congruencia, hay que distinguir entre que S3 sea par 
O impar.
Para S3 impar, como 3^ | d^q, q sin cuadrados, 3 | q ==>
3 j d, 3 I q, luego se verifica .
Para S3 par, se tiene S3 > 4 ,  luego 4 (a/3)^ - b ^ a  0(3).
Pero, b^ m a+1 (9) ==> b^ a 4(9); a s 3(9) ==>
(a/3)3 = 1(9). Por tanto, 4 (a/3)^ - b ^ a  0(9) y, 
asi, S3 > 5 y S3 par ==> S3 > 6 ==> 27 | d, y
también se verifica.
En segundo lugar, veamos que (-1 + 8^)/3 e R. Por el lema
1.1 . se deben satisfacer;
- 3 - 2a a 0(3), lo cual es cierto.
3 - 4 a  a 0(9), también cierta.
- 2a + 1 -b^ + a2 a 0(27), que équivale a
b^ a (a-1)2 (27), lo cual es cierto pues
(a2 + 1 -2a) - a - 1 = a(a - 3) a 0(27) y, como 
b^ a a + 1 (27) se tiene b^ a (a - 1)2 (27).
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Ahora bien, disc(l, (e^ - l)/3,03/ 3) = b^q, siendo 3 / b y q 
libre de cuadrados. Luego {1, (-1 + 02)/3, 03/ 3 ) es minimal 
en 3 y V 3 (D) = 1 si 3 | q y V3 (D) = 0 si 3 / q.
c.q.d.
Proposicién 1.12.: Si 3 / a entonces V3 (D) = 0 y {1,0 ,0 2 } es 
minimal en 3.
Demostracién: Es inmediata ya que S3 = 0.
Proposicién 1.13.: Si 1 = V3 (a) < V 3 (b) entonces V 3 (D) = 1 
y (1,0,02/3) es minimal.
Demostracién: Inmediata.
Proposicién 1.14.: Si a = 3(9), b2 • 4(9), b2 p  a+l(27)
entonces (1, 0 2 , 83/ 3 ) es minimal en 3 y V3 (D) = 3. 
Demostracién: Bajo estas hipétesis no conocemos S3 . Es, pues, 
mâs conveniente aplicar el teorema de Harvey-Cohn a la base
(1 , 0 2 , 8 3 }.
Veamos, en primer lugar, que S3 = V 3 (4a^ - 27b2) > 5 ;
4 (a/3) 2 - b2 ■ 0 (9) ya que a ■ 3(9) ==> (a/3) ^  » 1(9) y
b2 m  4(9) . Luego 9 | d, 3 | q. Por el lema 1.1. tomando
C * 0, D = (-3aq)/9 y E = (-dq2)/27, que son de Z, se tiene 
que 83/3 e R. Aplicando el lema 1.1. y el 1.3., y teniendo en 
cuenta las hipétesis de la proposicién, (sq + 8^)/3 / R con 
Sg e (-1,0,1) y (Sg + S382 + 83/ 3)73 X R con Sg, S3 e (0,1,2). 
Y se tiene, pues, la minimal idad en 3 de la base (1, 02, 
83/ 3 ).
c.q.d.
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Proposicién 1.15.; Si 3 | a, a X 3(9), = a+1 (9)
entonces Vg (D) = 1 .  Ademâs :
(i) (a s 0(9), b = 1(9)) é (a = 6(9), b a 4(9)) ===>
(1, 0, (1 ' Q + Q ^ ) / 3 ]  es minimal en 3.
( i i )  ( a  a  0(9), b = 8(9)) é (a a  6(9), b a  5(9)) = = = >
(1, 0, (1 + 0 + 02)/3) es minimal en 3.
D e m o s t r a c i é n  ;
Supongamos en primer lugar a a 0(9). Aplicamos el teorema de
Harvey-Cohn a la base (1, 0 , 0^).
(Sq + 0)/3 X R con Sq e (-1,0,1), por el lema 1.4.
(Sg + S38 + ©2)/3 e R con Sg, S3 e (-1,0,1) si y sélo si, por
el lema 1 .1 ., se verif ican las siguientes 
congruencias :
(i) -3sg - 2a a 0(3).
(ii) - as3^ + 3Sg2 + 4asg + 3bs3 a 0(9).
(iii) -abS3 - 2aSg2 + bS3^ - Sg^ - 3bSgS3 - b^ +
+ aSgS32 - a^Sg a 0(27).
De la tercera congruencia se deduce que bs3 - Sg - 1 »
a 0(3); y de la segunda congruencia Sg2 + bs3 a 0(3).
Juntando ambas congruencias tenemos que Sg^ + Sg + 1 ■ 
a 0(3), luego Sg = 1. De donde bS3 + 1 a 0(3) ==>
S3 = -1 si b a 1(9).
S3 = 1 si b a 8(9).
Veamos que a a 0(9), b ■ 1(9) ==> (1 - 0 + 02)/3 e R. Tomemos
Sg = 1 , S3 = -1 en el sistema de congruencias del lema 1.1..
La primera congruencia se verifica trivialmente. La segunda
équivale a -3b + 3 a 0(9), que se verifica. Y la tercera
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ab - 2a - b - 1 + 3b - b + a ■ 0(27) que équivale a
a (b - 1) - ( b -  1)2 9 0(27), y también se verifica.
De forma anàloga, en el caso a ■ 0(9) y b ■ 8(9) se tiene qpie
(1 + 6 + 0^)/3 e R. En efecto, tomando Sg » 1, s^ = 1 en el
sistema de congruencias del lema 1 .1 ., la primera congruencia 
se verifica trivialmente. La segunda congruencia équivale a 
3 + 3b 9 0(9), que se verifica. Y, la tercera congruencia, 
-ab - 2a + b - 1 -3b - b2 + a ■ 0(27) que équivale a
-a(b + 1) - (b + 1)2 ■ 0(27), y también se verifica.
Por ser Vg(disc(8 )) = 3 entonces V 3 (D) = 1 y el caso a ■ 0(9) 
queda estudiado.
Supongamos, en segundo lugar, a ■ 6(9). Necesariamente S3 = 
= V 3 (4a2 - 27b2) = 3 . En efecto, a 9 6(9) -=> (a/3)^ ■ 2(3).
Y como b? 9 1(3) se tiene 4 (a/3) ^  - b2 m 1(3); luego S3 = 3.
Aplicamos el teorema de Harvey-Cohn a la base {1, 0, G?). 
(Sg + 0)/3 X R con Sg c (-1,0,1), por el lema 1.4.
(Sg + S30 + 02)/3 e R con Sg, S3 e (-1,0,1) si y solo si, por 
el lema 1.1., se verifican las siguientes 
congruencias :
(i) -3sg - 2a 9 0(3) .
(ii) a2 - as32 + 3Sq2 + 4asg + 3bS3 ■ 0(9).
(iii) -abS3 - 2aSg2 + bS32 - Sg^ - 3bSgS3 - b2 +
+ 880832 - a2sg 9 0(27).
Pero, (ii) <==> - 8832 + 3Sg2 + asg + 3bs3 9 0(9) <==>
- (8/ 3)832 + Sg2 + (a/3) Sg + bS3 9 0(3). Pero a 9 6(9) ==> 
a/3 9 2(3). Luego (ii) <==> - 2S32 + Sg2 + 2Sg + bs3 9 0(3).
Veamos que a 9 6(9), b 9 4(9) ==> (1 - 0 + 02)/3 € R. Tomemos
Sg = 1, S3 = -1 en el sistema de congruencias del lema 1 .1 ..
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L a  p r i m e r a  y  s e g u n d a  c o n g r u e n c i a  s e  v e r i f i c a n  t r i v i a l m e n t e .  
L a  t e r c e r a  c o n g r u e n c i a  es a b  -  a  -  1 + 2b  -  b ^  -  a"^ z  0 ( 2 7 ;  .
P e r o  a b  — a  — 1 + 2 b  — b ^  — a ^  — ( a  — 6 ) ( b  — 4 )  — ( b  — 4 ) "  4
+ 9 a  -  ( a  + 3)2  =  0 ( 2 7 )  y a  que a s  6 ( 9 )  y  b  == 4 ( 9 ) .
De form.a anàloga, en el caso a s 6(9) y b s 5(9) se tiene que
(1 4 9 + ô2) /3 £ t;n efecto, tomando Sq = 1, s^ = 1 en el
sistema de congruencias del lema 1.1 ., la primera y segunda
congruencia se verifican trivialmente. La tercera congruencia 
es -ab - a - 1 - 2b - b ?  - a? s 0(27). Pero -ab - a - 1 - 2b-
- b2 - = - (a - 6) (b - 5) - (b + 4)2 + 54 - (a + 3)2 =
s 0(27) ya que a s 6(9) y b = 5(9).
Como Sg = 3 -=> V](D) = 1 y el caso a a 6(9) queda estudiado.
c.q.d.
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ESTUDIO DE BASES MINIMALES EN P = 2
Vamos a realizar para p = 2 un estudio anâlogo al realizado 
para p = 3. Los primos 2 y 3 tienen que ser considerados como 
casos especiales al estudiar bases minimales ya c[ue disc(6 ) = 
4a^ - 27b2. Para p > 3 el estudio es ya general.
Proposicién 1.16.; si l = V g  (b) < Vg (a), entonces {1,92,0 3 ) 
y {1 ,0 ,02} son minimales en 2 siendo Vg (D) = 2. 
Demostracién; Aplicamos el teorema de Harvey-Cohn a la base
{1,02,03).
1/2 X R.
(Sq + 02)/2 X R con Sq € (0 ,1 ), ya que en caso contrario por 
el lema 1.1 . séria:
- 3Sq - 2a ■ 0 (2 ) ==> 2 | 3Sq ==> Sq = 0 . 
a2 + 3Sq2 + 4asg “ 0(4).
- 2 a s g 2  _ S q 2 - p 2  - a 2 s g  =  0(8) = = >
8 I b2 , absurdo
(Sg + S302 + 03)/2 X R con Sg, S3 € (0 ,1 ). Caso contrario, 
por el lema 1.3. se tendria:
- 3Sg - 2as3 ■ 0(2) ==> 2 | 3Sg ==> Sg = 0. 
S3dq - 3aq + a2s32 + 3Sg2 + 4asgS3 « 0(4).
- 2 a s g 2 s 3  - Sg2 - b S 32 - a 2s g S 32 - dq2 -
- as32(iq - SgS3dq + 4a2s3q + 3aSgq » 0(8) 
==> 4 I dq2, lo cual es absurdo ya que 
Sg = 2 , luego 2 II d , 2 / q.
c.q.d.
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Proposicion 1.17. : Si 2 = Vg (b) < Vg (a) , entonces
(1,92/ 2 ,8 3 } y {1,0,02/2} son minimales en 2, siendo Vg (D)=2. 
Demostracién: ©2/2 e R por el lema 1.1. (tomando C = -a,
D = a2/4, E - -b2/8).
{ 1 , 0 , 0 2 / 2 }  e s  m i n i m a l  e n  2 :
1/2 X R.
(Sg + 0)/2 X R con Sg e (0,1}, pues si perteneciera a R, 
aplicando el lema 1 .1 . se deduce, de la 
primera congruencia Sg = 0 y de la ultima que 
8 1 b, lo cual es absurdo.
(Sg + S 3 0  + 02) / 2 X R, con Sg, S 3 e (0,1). En caso
contrario, de nuevo aplicando el lema 1.1., se 
tendria que verificar un sistema de très 
congruencias. De la primera se deduce que Sg = 
= 0 , de la segunda que S3 = 0 y de la tercera 
que 8 I b, lo cual es absurdo.
Luego {1,0,02/2} es minimal en 2 y Vg (D) = 2. Como
{1,©2/2,83 } es una Q-base de enteros verificando 
Vg (disc( 1, ©2/2,83 ) ) = 2 = Vg(D), dicha base es también
minimal en 2 .
c.q.d.
Proposicién 1.18.: Si Vg(b) = 0 entonces (1 ,9 2 ,8 3 } y
{1,0,02} son minimales en 2 y Vg(D) = 0.
Demostracién: Inmediata.
Nota 1: Segün el teorema 2 de Pascual Llorente y Enric
Nart, [L, N], para Sg = Vg (4a? - 27b?) par y
1 7 ®2Qg = (4a? - 27b2)/ 2 » 1 (4)
se tiene Vg(D) = 0. En este caso, Sg = 0 y Qg = 
4a^ - 27b2 H - 27b2 a b^ (4); ahora bien, b a 1(2) 
==> b^ a 1(4), luego Qg a 1(4). Hay, pues, 
concordancia entre ambos resultados.
Proposicion 1.19.; Si Vg (b) = 1, Vg (a) = 0 y q a 3(4)
entonces (1,8^,03 ) es minimal en 2 y Vg (D) = 2.
Demostracién; En este caso no conocemos Sg. Minimizamos, 
pues, la base {1,62,03 ). Veamos, en primer lugar, que S g > 4 .  
b a 0(2), b P 0(4) ==> b a 2(4) ==> (b/2)2 a 1(4).
a a 1(2) ==> a a 1 Ô 3(4).
Veamos que a a 1(4) no puede darse:
a a 1 (4) ==> a^ - 2 7 (b/2)2 a 2 (4) ==> Sg = Vg (4a? - 27b?) =
= 3 ==> 2 1 q lo cual es absurdo por ser q a 3(4). Por
consiguiente, a a 3(4). Asi, a^ - 27 (b/2) 2 a 0(4), luego
S2 > 4 y 4 I d.
Tras estos razonamientos previos, estamos ya en condiciones 
de aplicar el teorema de Harvey-Cohn a la base {l,e2,0 3 ).
1/2 X R.
(Sq + 02)/2 X R por ser Vg(a) = 0.
(Sq + S302 + 03)/2 X R con Sq, S3 c (0 ,1 ). De lo contrario,
por el lema 1.3. se tendria:
-3Sg - 2as3 a 0(2) ==> 2 | 3Sq ==> Sq = 0.
S3dq - 3aq + a2s32 a 0(4) ==> S3 = 1 .
-b2s32 - dq2 -as32dq + 4a2g3q a 0 (8).
59
A h o r a  b i e n ,  q  a  3 ( 4 ) ,  a  a  3 ( 4 ) ,  d  a 0 ( 4 )  = = >
- 3 a q  + + d q  a 2 ( 4 )  . T u e g o  e l  s i s t e m a  d e
c o n g r u e n c i a s  n o  t i e n e  s o l u c i c r , .
c . q . d .
Propos: cion 1.20. . Si v ^ ( b ; -.= , Vg  ^a ) = C y c a _.)
entonces (1,9“^, (8-' + 9 ^ ) / 2 ) es minimal c.i 2 y (2) ^ 0 . 
Demos trac ion : Veamos que (0  ^ 4- 0 3)/2 e P.. ror el lent 1.3.
ello équivale ai siguienDa sistema d e  congruencias:
-2 a  a  0 ( 2 ) .
i q  -  3 a q  + a ^  a 0 ( 4 ) .
- b ^  -  d q ^  -  a d q  4 4 a ^ q  a  0 ( 8 ) .
La  p r i m e r a  c o n g r u e n c i a  s e  v e r i f i c a  c r i v i a l m e n t e .
De f o r m a  t o t a l m e n t e  a n à l o g a  a l a  p r o p o s i c i é n  a n c e r i c r  s e
d e m u e s t r a  e u e ,  b a j o  e s t a s  h i p o t e s i s ,  d  = 0 ( 4 )  y  a  s  3 ( 4 ) .  i , 
c om o  q  s  1 ( 4 ) ,  e n t o n c e s  l a  s e g u n d a  c o n g r u e n c i a  s e  v e r i f i c a .  
F s t u d i a m o s  e h o r a  l a  u l t i m a  c o n g r u e n c i a ;
d  s  0 ( 4 )  - = >  d  =  0 ( 8 )  6  ri = 4 ( 8 ) .
En e l  c a s o  d  =2 ü ( S )  d i c h a  c o . i g r  u e n c  i u  c q u i v a l d r i a  a
- b ”  + 4 a ^ q  s  0 ( 8 ) .  P o r  s e r  b  s  0 ( 2 )  y  b p  0 ( 4 )  s e  t i e n e  
b  s  2 ( 4 ) ,  l u e g o  b'^ s  4 ( 8 ) .  P o r  o t r o  l a d o ,  a s  3 ( 4 )  = = >
a^ =  1(8); q 3 1 ( 4 ) ==> q a 1(8) ô q s 5(8). P a r a
q  3  1 ( 8 ) s e  t e n d r i a  - b ^  + 4 a ^ q  3  0 ( 8 ) y  p a r a
q  3  5(8), - b ^  +  4 a ^ q  *  0(8). L u e g o  e l  c a s o  d  3  0(8)
q u e d a  t e r m i n a d o .
De f o r m a  t o t a l m e n t e  a n à l o g a  s e  e s t u d i a  e l  c a s o  d  s  4 ( 8 ) .
P o r  s e r  Vg  ( d i s e ( 1 , 8 ^ , ( 8 ^ + 6^)/2)) =  0 d i c h a  b a s e  e s  m i n i m a l  
e n  2 y  Vg  ( D )  =  0 .
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c.q.d.
Nota 2: Los resultados dados en las propos iciones 1.19.
y 1.20. sobre Vg (D) estàn en concordancia con
los dados en el teorema 2 de Pascual LLorente y
Enric Nart [L,N]. En efecto,
Vg(d) Vg(d)
d/{2 ) = 1 6  3 (4) ==> (d/2 )2 B 1(4)
Vg(d)
==> Qg = (d/2 ) q ■ q(4) " >
Qg m 3(4) sii q ■ 3(4) y O g *  1(4) sii q b 1(4).
En el caso, Qg a 3(4) y Sg par el mencionado
teorema da Vg(D) * 2. Y, en el otro, da Vg(D)=
= 0 .
Proposicién 1.21.; Si Vg(b) = 1, Vg(a) = 0 y Sg es impar 
entonces (l,e^,0j^) es minimal en 2 y Vg (D) = 3.
Demostracién; Bajo estas hipétesis, Sg > 3 y es impar, luego 
Vg (q) = 1, Vg (d) > 1. Asi, Vg (3^b^q) * 3. Veamos que
(l,0^,0 j^) es minimal en 2 .
1/2 X R.
(Sq + 0^)/2 X R con Sq e (0 ,1 ), pues, por lema 1 .1. se
tendria
- 3 S q  -2a a 0(2) de donde S q  = 0 y a^ a 0(4), absurdo 
pues Vg(a) = 0.
(Sq + s^B^ + 0 j^ )/2 X R, con Sq, Sj^  € (0 ,1 ). De lo contrario, 
por el lema 1.3. se tendria en primer lugar 
- 3 S q  -2asj^ a 0(2) “=> Sq = 0. En segundo lugar, 
s^dq - 3aq + a^s^^ a o (4) ==> s^ — 1, pues s^ = 0 ==> 
4 I 3aq ==> 2 I a, absurdo. Pero, dq - 3aq + a^ a 0(4)
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==> 2 I absurdo.
c.q.d.
Proposicion 1.22.: Si Vg(b) = 2, Vg(a) = 0 y a a 1(4)
entonces {1,0, (9 + 0^)/2} y (1,82,(1 + s^G^ + (©2 + l)/2)/2)
con € (0,1) son minimales en 2. Ademâs, Vg (D) = 0 .  
Demostracién: Se tiene que Sg = 2, luego Vg (d) = 1, Vg (q) = 
= 0. Por otro lado (0 + 02)/2 e R. En efecto, por el lema
1.1 . ello équivale al siguiente sistema de congruencias:
-2a a 0 (2).
a2 - a + 3b = 0(4).
-ab + b - b2 a 0 (8).
La primera y segunda congruencia se verifican trivialmente. 
Por ser V g  ( b )  = 2 ,  la tercera congruencia équivale a
-ab + b a 0 (8), la cual es cierta ya que: 
a a 1(4) ==> a a 1(8) ô a a 5(8). 
b a 0(4), 8 / b ==> b a 4(8) 
luego -ab + b a -4 + 4 a 0 (8) é 
—ab + b a —20 + 4 a 0 (8).
Por consiguiente, (0 + 9^)/2 e R, y Vg (D) = 0. Con este
resultado, vamos a encontrar una base minimal en 2 a partir 
de la base (1,02,0^^}; Vg (disc(l,02,0^) ) = 4 
1/2 X R.
(sq + 02)/2 X R con Sg € (0 ,1 ). Pues por el lema 1.1 . se
tendria -3sg - 2a a 0(2) ==> S g = 0 ; y , de 
la segunda congruencia de dicho lema se 
deduciria a2 a 0(4), absurdo. 
Necesariamente, existen Sg, s^ ( (0,1) taies que
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(Sg + S^e? + 0j^)/2 € R. Por el lema 1.3., -3Sg - 2asj^ ■ 0(2)
==> Sg = 0; Sj^dq - 3aq + a^g^^ m  0(4) ==> = 1. Y no es
necesario examinar la tercera congruencia para afirmar que 
(02 + 0j^)/2 e R.
Volvemos a aplicar el teorema de Harvey-Cohn a la base
( 1, ©2, ( 02 + 8 ]^ )/2). Podemos afirmar que existen
Sg, Sj^  e (0,1) tales que (Sg + Sj^02 + (02 + 0j^)/2)/2 e R.
Aplicando el lema 1.3., de la primera congruencia se deduce 
que
-6Sg - 2a (2si + 1) a 0(4), que équivale a -3Sg - a ■ 0(2) 
==> Sg = 1, y (1,02, (1 + Sj 0^2 + (02 + 0 ^)/2)/2 ) es minimal en 
2.
c.q.d.
Nota 3 : El resultado dado en la proposicién anterior
sobre Vg(0) esté en concordancia con el dado en 
el teorema 2 de Pascual Llorente y Enric Nart 
[L,N]. Pues, este caso corresponde a Sg par y 
Qg = a^ - 27 (b/2) 2 m 1(4) ya que a ■ 1(4) y
(b/2)2 a 0(4). En esta situacién, dicho teorema 
afirma que Vg(D) = 0.
Proposicién 1.23.; Si Vg(b) = 2, Vg(a) = 0 y a = 3(4)
entonces (1 ,0 2 , (e2 + 0j^)/2 ) y (1,0 ,0 2 ) son minimales en 2 y 
Vg(D) = 2.
Demostracién; Aplicamos el teorema de Harvey-Cohn a la base 
(1 ,0 ,02 ). Bajo estas hipétesis, Sg = Vg (4a? - 27b?) = 2 ==> 
Vg (d) = 1 , Vg (q) = 0 .
63
1/2 X R.
(Sg + 9)/2 X R con Sg e (0,1), pues, por lema 1.1. se tendria
-3Sg a 0(2), luego Sg = 0. De la segunda
congruencia, a ■ 0(4), absurdo.
(Sg + s^9 + 02)/2 X R con Sg, Sj^  e (0,1). Pues, en caso
contrario, aplicando el lema 1.1. se tiene:
-3Sg -2a ■ 0(2), luego Sg = 0. 
a 2 -asj^2 + 3bs^ a 0(4), de donde
Sj^  = 0 ==> a2 a 0(4), absurdo.
Sj^  = 1 ==> a? - a + 3b = 0(4) , 
absurdo ya que por
hipétesis, b a 0(4),
a a 3(4).
Asi, (1,9,02) gs minimal en 2 , y Vg(D) = 2. Minimizaremos en 
2 la base (1 ,0 2 ,0 ^^ );
1/2 X R.
(Sg + ©2)/2 X R con Sg e (0,1), se ve fâcilmente aplicando el 
lema 1.1.
Por ser Vg(3^b2q) = 4 y Vg(D) = 2, necesariamente existen Sg, 
Sj^  e (0,1) tal que (Sg + Sj^02 + 0j^)/2 e R. Aplicando el lema
1.3. se tiene -3Sg - 235^ a 0(2) ==> Sg = 0.
Sj^dq - 3aq + a2s^2 a 0(4) ==> = 1.
Y, no hace falta examinar la tercera congruencia para 
concluir que (02 + 0j^)/2 e R.
c.q.d.
Nota 4: También este resultado sobre Vg (D) esté en
concordancia con el dado en el teorema 2 de
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Pascual Llorente y Enric Nart [L,N] pues, en las 
hipétesis de esta proposicién, Sg es par y 
Qg = a^ - 27(b/2)^ m  3(4); en esas condiciones, 
el mencionado teorema afirma que Vg(D) = 2.
Proposicién 1.24. ; Si Vg(b) = 2 y Vg(a) = 1 entonces
(1,6^/2,8]^) y (1,8,02/2) son minimales en 2 y Vg(D) = 2. 
Demostracién; En este caso, Sg = Vg(4a^ - 27b?) = 4 , luego 
Vg(d) = 2, Vg(q) = 0. Por el lema 1.1. tomando C = -a, 
D = a2/4, E = -b2/8 se tiene que 02/2 e R. La base (1,0,02/2) 
es minimal en 2. En efecto;
(Sq + 0)/2 / R con Sq e (0,1). De lo contrario por el lema
1.1. se tendria que -Sg » 0(2), luego Sg = 0 y 
-a a 0(4), absurdo.
(Sg + Sj^ 0 + 02/2)/2 / R con Sg, Sj^  c R. En efecto, de nuevo 
por el lema 1.1. se tendria -6Sg - 2a a 0(4), 
luego Sg = 0; a? - 4as^2 + gbs^ a 0(16), luego 
8 I a2 , absurdo.
Por tanto, Vg(D) = 2 y (1,02/2,0^^) es minimal en 2.
c.q.d.
Nota 5; El teorema 2 de Pascual Llorente y Enric Nart 
[L,N] da que, en el caso Sg par y Qg ■ 3(4), 
Vg(D) = 2. En las hipétesis de la proposicién 
anterior, se tiene que Sg = Vg(4a2 - 27b?) = 4 
que es par; Qg = 2 (a/2) ^  - 27 (b/4) 2. Pero
b a 0(4) y 8 / b — > b a 4(8). Por otro lado, 
a a 0(2) y 4 / a ==> a a 2(4) ==> a a 2 é 6(8).
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En el caso, a = 2(8), se tendria Qg s 2 - 27 a
= 3(4) y en el caso a » 6 (8), Qg a g - 27 a
a 3(4). Hay, pues, concordancia entre ambos 
resultados.
Proposicién 1.25.: Si Vg(b) > 3 y Vg(a) = 0 entonces Vg(D)=0 
é Vg(D) = 2 segün que sea a a 1(4) é a a 3(4),
respectivamente. En el caso a a 1(4), (1,0, (9 + 02)/2) es
minimal en 2. En el caso a a 3(4), (1,0 ,0 2 ) es minimal en
2 .
Demostracién; Bajo estas hipétesis Sg = Vg(4a^ - 27fa2) = 2 y 
Vg(d) = 1, Vg(q) = 0. Trabajamos con la base (1,0,02) a la
que vamos a aplicar el teorema de Harvey-Cohn.
1/2 X R.
(Sq + 0)/2 X R con Sg e (0 ,1), se ve fâcilmente aplicando el 
lema 1.1 .
(Sg + s 2^ 0 + 02)/2 e R sii Sg = 0, s^ = 1 y se verif ican
- 2a a 0 (2).
a2 - a + 3b a 0(4) .
- a b + b  -b2 a 0 (8).
La primera y tercera congruencia se verifican. 
Veamos cuando se verifica la segunda; 
a? - a + 3b a 0(4) sii a2 - a a 0(4), como 
a X 0(2) se tienen a a i é 3(4). En el caso 
a a 1(4), a2 - a a 0(4) es cierta; en el caso 
a a 3(4), no lo es.
Quedan, pues, demostrados los resultados enunciados en esta 
proposicién. No vamos a minimizar en 2 la base (1 ,02,0^)
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pues dependerâ del valor de Vg(b).
c.q.d.
Nota 6 : Referenciando al teorema 2 de Pascual Llorente 
y Enric Nart [L,N] encontramos que para
Vg(b) > Vg (a) , Sg par y Qg a 1(4) se tiene
Vg(D) = 0, y para Vg(b) > Vg (a) , Sg par y
Qg s 3(4), Vg(D) = 2 .  En las hipotesis de la
proposicion 1.25. se tiene Sg = Vg(4a^ - 27b?) =
= 2, que es par. Por otra lado, b = 0(8) =*>
(b/2) 2 m 0(4); a # 1(4) — > a^ a 1(4) y
a a 3(4) ==> a^ a 3(4). Luego, para a a 1(4) es
Qg a 1(4) y para a a 3(4) es Qg a 3(4). Ambos
resultados son, pues, coherentes entre si.
Proposicién 1.26.: Si Vg(b) > 3 y Vg(a) = 1 entonces Vg(D)=3 
y (1 ,0 ,02/2 ) es minimal en 2 .
Demostracién: Bajo estas hipétesis Sg = Vg(4a^ - 27b?) = 5.
Obviamente, 02/2 e R (se aplica el lema 1.1. tomando C = -a,
D = a2/4, E = -b2/8). Una aplicacién inmediata del lema 1.1. 
nos permite afirmar que 1/2 / R, (Sq + 0)/2 / R con
S q  € (0,1), ( S q  + Sj^ 0 + 02/2)/2 X R con S q ,  S € (0,1). No 
vamos a minimizar en 2 la base (1,0 2 ,0 ^^) pues dicho estudio 
dependerâ del valor de Vg(b).
c.q.d.
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ESTUDIO DE BASES MINIMALES EN p PRIMO MAYOR QUE TRES.
Lema 1.27.: Sea p > 3 un primo tal que p^ | dise(9). Entonces
(Sg + 9)/p X R, con Sg £ (0,1,...,p-l).
Demostracion : Por el lema 1.1., (Sg + ©)/P £ R sii
-3Sg * 0(p), -a + 3sg2 m O(p^) y b - Sg^ + asg = O(p^). De la 
primera congruencia se deduce Sg = 0 , luego -a s O(p^) y 
b s 0 (p3), caso que desde un principio ha sido excluido. 
Por tanto, (Sg + 9)/p X R-
c.q.d.
Proposiciôn 1.28.: Si 1 < Vp (b) < Vp (a) entonces: 
o bien Vp (b) = 1, en cuyo caso ( 1,9^ ,9^ ) y (1,9,9^) son
minimales en p;
o bien Vp (b) = 2, en cuyo caso (l,9^/p,9j^) y (1,9,9^/p) 
son minimales en p.
En ambos casos, Vp(D) = 2.
Demostracion: Supongamos, en primer lugar, Vp(b) = 1. Veamos 
que en este caso, {1,9,9^} es minimal en p. Aplicando el lema
1.27. solo tenemos que probar c[ue (Sg + s^ e^ + 9^)/p X R, con
Sg, Sg^  £ {0,1,. . . ,p-l}. En caso contrario, por el lema 1.1. 
se verificarian 
-3sg - 2a » 0(p),
a^ - as^Z + 3Sg2 + 4asg + 3bs^ a O(p^), y
-absj^ - 2asg2 + bs^^ - Sg^ - 3bSgSj^ - b^ + asgS^^ - a^Sg = O(p^) 
Por ser Vp (a) > 1, de la primera congruencia se deduce
Sg = 0. Pero, Sg = 0, Vp(b) = 1 y Vp(a) > 1 implican, por la
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tercera congruencia, que Sj^  = 0 ; pero, entonces, p^ | b^,
absurdo.
En segundo lugar, supongamos Vp(b) = 2. Obviamente, por el 
lema 1.1., 0^/p e R. Veamos que {1,0,0^/p) es minimal en p. 
Por el lema 1.27., solo resta ver que 
(Sq + s^0 + 0^/p)/p X R, con Sg, Sj^  e (0,1,... ,p-l). En caso 
contrario, se verificarian 
-3psg - 2a a 0(p2),
a^ -ap^s^^ + 3p^Sg^ + 4apsg + 3bpsj^ a O(p^), y
- pabsj^ - 2asg^p^ + bp^Sj^^ - p^Sg^ - 3b^SgSj^ - b^ + ap^SgSj^^
- a^psg a 0 (pG).
De dicho sistema de congruencies y de las hipdtesis 
2 = Vp (b) < Vp (a) se deduce Sg = s^ = 0 , de donde p^ | b,
lo cual es absurdo. Asi, Vp(D) = 2 y {l,0^/p,0 j^} es también
minimal en p.
c.q.d.
ProDosicidn 1.29. : Si Vp(b) = 0, entonces (1,0^,0j^ } es
minimal en p. Ademas, Vp(D) = 0 si Sp = Vp (4a^ - 27b^) es 
par y Vp(D) = 1 si Sp es impar.
Demostracion; Inmediata. No podemos minimizar en p la base 
(1,0,0^) ya que no conocemos Sp.
Proposicidn 1.30.; Si Vp(b) = 1 y Vp(a) = 0 ,  entonces
(1,0,0^) y (1,0^, (Sg + s^e^ + 0j^)/p) son minimales en p,
siendo Sg,Sj^ e (1,2,..., p-1 ) y verif icando el siguiente 
sistema de congruencies:
(1) - 3Sg - 2asi a 0(p),
(2) Sg^dq - 3aq + a^Sj^^ + 3Sg^ + 4aSgSj^ a 0(p2),
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(3) - - Sg - - a^SgSj^^ - dq^ - asj^^dq
- dqsgs^ + 4a^S]^q + 3asgq ■ O(p^).
Ademas, Vp(D) = 0 .
Demostracion; En este caso Sp = Vp (4a^ - 27b^) = 0, luego
{1,8,0^) es minimal en p. Por otro lado, Vp (disc ( 1, 8^,0]_) ) =
= 2.
1/p X R.
(Sg + 9^)/p X R ya que {1,8 ,8^} es minimal en p. 
Necesariamente existe Sg, Sj^  e {0,1, . . . , p-1} verif icando el 
sisteme de congruencias del enunciado (se aplica el lema
1.3.). Ademas, de la primera y segunda congruencia se deduce
Sg X 0, S ^ / O .
C.q.d.
Proposicion 1.31.; Si V p (b) = 2 y Vp(a) = 0, entonces
(1,8,02) y (1,02 (tg + tl02 + (Sg + s^eZ + 0j^)/p)/p) son 
minimales en p, siendo Sg,Sj^,tg,tl e (0,1,2,... ,p-l) . Ademâs,
Vp(D) = 0 .
Proposiciôn 1.32.; Si Vp(b) = 2 y Vp (a) = 1, entonces
(1 ,0 ,02/p) y (1 ,e2/p,e^/p) son minimales en p. Ademàs,
Vp(D) = 1 .
Demostracion; En este caso, Sp * Vp (4a^ - 27b|2) = 3, luego 
Vp(d) = 1 ,  Vp(q) = 1. Por el lema 1.1., 02/p é R ( se toma
C = -2a/p, D = a2/p^, E = -b2/p3). Por el lema 1.1., tomando
C = 0, D = -3aq/p2 , E * -dq2/p2, G^/p e R. Y como 
Vp (disc( 1,©2/p,8 ]^ /p) ) = 1, dicha base es minimal en p. Por 
ser (1 ,0 ,02/p) una Q-base de enteros tal que p divide
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estrictamente a su discriminante, dicha base es también 
minimal en p.
c.q.d.
Proposiciôn 1.33.: Si Vp(b) > 3 y Vp(a) = o, entonces
(1 ,0 ,0 2 ) es minimal en p y Vp(D) =■ 0 .
Demostraciôn: Inmediata, pues Sp = 0. Ademàs, 1 y 02 son
elementos de la base minimal en p que se obtiens al aplicar
el teorema de Harvey-Cohn a la base (1 ,0 2 ,9 ^^ ). El tercer
elemento de dicha base depende del valor de Vp(b).
Proposiciôn 1.34.: Si Vp(b) > 3 y Vp(a) = 1, entonces
(1 ,0 ,02/p) es minimal en p y Vp(D) = 1 .
Demostraciôn: Tomando C = -2a/p, D = &2/p2 y e = -b2/p2 en el
lema 1.1., 02/p e R. Como Vp (disc(l,0 ,02/p)) = 1, dicha base 
es minimal en p y Vp(D) = 1. Ademàs, 1 y 02/p son elementos 
de la base minimal en p que se obtiens al aplicar el
teorema de Harvey-Cohn a la base (1,02,0^).
c.q.d.
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l.B. CARACTERI2ACI0N DE LA MONOGENEIDAD PARA DIVERSAS 
FAMILIAS INFINITAS DE CUERPOS CUBICOS.
Como corolario inmediato de los resultados obtenidos en el 
apartado anterior, I.A., sobre bases minimales, estudiamos a 
continuaciôn diverses families infinites de cuerpos de 
numéros cübicos. Para los cuerpos de cada una de taies 
families la tesis da una base entera, el discriminante y una 
caracterizaciôn de la monogeneidad en términos de la 
resoluciôn de una ecuaciôn diofàntica. En cada caso dicho 
estudio es realizado en funciôn exclusivamente de los 
coef icientes de un polinomio de funciôn del cuerpo en
cuestiôn.
Proposiciôn 1.3 5 . : Consideremos la familia infinite de
cuerpos cübicos K = Q(6), Irr(9,Q) = x^ - ax + b donde a y b 
verifican las siguientes condiciones:
(1) ( Vg(b) = 1, Vg(a) > 2) ô (3 I a, 3 / b, a 3(9) y
b2 X a + 1(9)) ô (a s 3(9), b^ = 4(9) y b^ jé a + 1(27)).
(2) ( 1 = V 2 (b) < Vg (a) ) 6 (Vg (b) = 0) ô (Vg (b) = 1 , V2 (a)
= 0 y q = 3(4)) ô (V2 (b) = 1 , V 2 (a) = 0 y
®2 “ ^2 (4a^ - 27b2) impar).
(3) Para p > 3, primo:
(Vp(b) = 1 < Vp(a)) ô (Vp(b) = 0).
Entonces:
(i) (1,02,0^/3) es base entera de K.
(ii) disc(K) = 32b2q.
(iii) K es monogénico sii (d/3)y^ - ay2z + (q/3)z^ = ± 1
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tiene soluciôn en y,z e Z.
Demostraciôn:
(i) e (ii) como consecuencia del estudio realizado en el 
apartado l.A. la base ( l.G^,e^^/3 ) es minimal en cada
primo. Luego es una base entera de K y disc(K) =
= (disc(l,e2,8i/3)) = s^b^q.
(iii) a € R ==> a = X + yG^ + z(0j^/3), con x,y, z e Z.
p = a - X verifica Indice(a) = indice(^). Calculando 
indice(^) tendreroos calculados los posibles indices en 
R. Por notaciôn, a » /3 signifies que la diferencia està 
en Z .
)S2 » ( (5a/3)y2 - (q/3)z2)02 + ( (d/3)y2 +
(2a/3)yz)(0i/3).
Luego indice(/3) = | (d/3)y2 + (q/3) z^ -azy2 | .
Como K monogénico sii existe a € R tal que
indice(a) = 1 , tenemos ya demostrado el resultado
enunciado.
c.q.d.
Proposiciôn 1.36.: Consideremos la familia infinite de
cuerpos cübicos K = Q(G) , Irr(0,Q) = - ax + b donde a y b
verifican las siguientes condiciones:
(1) a ■ 3(9) , 3 ; b, b2 ^ 4(9).
(2) ( 2 = Vg(b) < vg(a)) ô (Vg(b) = 2 , Vg(a) = 1).
(3) Para p > 3, primo:
(Vp(b) = 1 < Vp(a)) 6 (Vp(b) = 0).
Entonces:
(i) (1,02/2,02 ) es base entera de K.
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(ii) disc(K) = 3'^(b/2)2q.
(iii) K es monogénico sii (d/3 6) - (a/2)y2z + 6qz2 = ± i 
tiene soluciôn en y,z e Z.
Proposiciôn 1.37.: Consideremos la familia infinite de
cuerpos cübicos K = Q(9), Irr(0,Q) = - ax + b donde a y b
verifican las siguientes condiciones:
(1) a s 3(9), 3 / b, b2 X 4(9).
(2) ( 1 = Vg (b) < Vg (a) ) Ô (Vg (b) = 0 ) 6  (Vg (b) = 1 , Vg (a)
= 0 y q s 3(4)) ô (v^(b) = 1 , V 2 (a) = 0 y
S2 = V2 (4a^ - 27b2) impar).
(3) Para un cierto t > 3 primo, v^(b) = 2 y v^(a) = 1.
(4) Para p > 3, p X t, primo:
(Vp(b) = 1 < Vp(a)) Ô (Vp(b) = 0).
Entonces:
(i) (l,02/t,02/t) es base entera de K.
(ii) disc(K) = 3^(b/t^)2q.
(iii) K es monogénico sii (d/9t)y^ - (a/t)y^z + (3q/t)z^ = 
= ± 1 tiene soluciôn en y ,z e Z.
Corolario: En las hipôtesis de la proposiciôn anterior, si
d = 9t entonces K es monogénico siendo y = 1, z = 0.
Proposiciôn 1.38.: Consideremos la familia infinite de
cuerpos cübicos K = Q(0), Irr(0,Q) = x^ - ax + b donde a y b 
verifican las siguientes condiciones:
(1) ( V] (b) = 2, Vg (a) = 3) ô ( Vg (b) = Vg (a) = 2).
(2 ) ( 1 = V2 (b) < V2 (a) ) ô (V2 (b) = 0) ô (V2 (b) = 1 , V2 (a) 
= 0 y q s 3(4)) ô (V2 (b) = 1 , V 2 (a) = 0 y
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®2 ~ ^2 (4^ - 2 1 t r ) impar).
(3) Para p > 3, primo:
Vp(b) = 1 < Vp(a)) 6 (Vp(b) = 0).
Entonces:
(i) {1,02/3 ,02/ 3 ) es base entera de K.
(ii) disc(K) = b2q.
( iii) K es monogénico sii (d/27)y2 - (a/3) y2g + qz^ = 
= ± 1 tiene soluciôn en y,z c Z.
Proposiciôn 1.39.: Consideremos la familia infinita de
cuerpos cübicos K = Q(9) , Irr(0,Q) = - ax + b donde a y b
verifican las siguientes condiciones:
(1) ( vg(b) = 1, Vg(a) > 2) ô (3 I a, 3 / b, a 3(9) y
b2 ^ a + 1(9)) ô (a * 3(9), b2 . 4(9) y b2 ^ a + 1(27)).
(2) ( 2 = Vg (b) < Vg (a) ) ô (Vg(b) = 2 , Vg (a) => 1).
(3) Para p > 3, primo:
(Vp(b) = 1 < Vp(a)) ô (Vp(b) = 0).
Entonces:
(i) (1,02/2 ,02/ 3 ) es base entera de K.
(ii) disc(K) = 32(b/2)2q.
(iii) K es monogénico sii (d/12)y2 - (a/2)y2% + (2q/3)z^ = 
= ± 1 tiene soluciôn en y,z e Z.
Proposiciôn 1.40.: Consideremos la familia infinita de
cuerpos cübicos K = Q(0), Irr(0,Q) = x^ - ax + b donde a y b
verifican las siguientes condiciones:
(1) a » 3(9), 3 / b, b2 ^ 4(9).
(2) ( 1 * Vg(b) < Vg(a)) ô (Vg(b) = 0) ô (Vg(b) = 1 , Vg(a)
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= 0 y q = 3(4)) ô (Vg (b) = 1 , Vg (a) = 0 y
Sg = Vg (4a^ - 27b2) impar).
(3) Para p > 3, primo:
(Vp(b) = 1 < Vp(a)) 6 (Vp(b) = 0).
Entonces:
(i) (1,02 ,9 ^) es base entera de K.
(ii) disc(K) = 3'*b2q.
(iii) K es monogénico sii (d/9) y ’ - ay^z + 3qz^ = ± 1 
tiene soluciôn en y,z e Z.
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CAPITULO II. DESCOMPOSICION EN K DE UN 
PRIMO p DE Q.
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II. DESCOMPOSICION EN K DE UN PRIMO D DE O .
En este Capitulo, obtenemos la descomposiciôn en K, 
cuerpo de numéros cübico, de un primo p de Q. En 1983 , 
Pascual Llorente y Enric Nart [L,N] dan los grades de inercia 
y los indices de ramificaciôn de dicha descomposiciôn. Con el 
estudio que vamos a realizar a continuaciôn, complétâmes 
dicho estudio dando la descomposiciôn exacta.
Con este fin, en cada caso, aplicames el lema de Kummer 
[M, th. 27 ] , tras ebtener un elemento a de R tal que el primo
en cuestiôn no divida a su indice. Para encontrar dicho
elemento utilizamos las bases minimales ebtenidas en el 
Capitulo I.
El buen funcionamiento de este método seguido por la 
tesis, viene garantizado porque en un cuerpo cübico sôlo 2 
puede ser factor comün de indices y lo es si y sôlo si 2
descompone completamente. En efecto, en 1907, Bauer demostrô 
que si p < n existe un cuerpo de grado n en el cual p es un 
factor comün de indices. Von Zylinsky, en 1913, establece la 
necesidad de esta condiciôn; o sea, p puede ser un factor 
comün de indices de un cuerpo de grado n sôlo si p < n.
H.T. Engstrom [E] ha investigado que potencies de esos primes 
pueden ser divisores de los indices de un cuerpo dado. En
concrete, para K cuerpo cübico, H.T. Engstrom demuestra que 
sôlo 2 puede ser factor comün de indices y lo es si y solo si
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2 descompone completamente. Pascual Llorente y Enric Nart 
[L,N] han dado un criterio, muy sencillo, que nos permite 
saber cuando 2 es factor comün de indices en términos de los 
coeficientes a y b de un polinomio - ax + b definiciôn de 
K. En concrete, demuestran que 2 es factor comün de Indices 
si y solo si a es impar, b par, Sg = Vg ( 4a^ - 27b2) par y 
Qg s 1 (8).
Con el fin de faciliter, en algunos casos, la 
descomposiciôn module Zp [x] de Irr(a,Q) recurrimos al 
teorema 10.61 de Harvey-Cohn [HC2]. Este teorema establece 
que si p es un primo de Z y con "e" dénotâmes al Indice de 
ramif icaciôn de un primo de R que yace sobre p, entonces 
Vp (D) = - 1 + e + h donde h = O s i p / e ,  h > O s i p j  e. 
Se recuerda que D es el discriminante de K.
Empezamos el estudio de las ramificaciones en R de un 
primo p de Z. Para dicho estudio distinguimos très casos: 
p = 3, p = 2 y p > 3. Es conveniente volver a resaltar que 
el estudio es realizado en términos exclusivamente de los 
coeficientes de un polinomio definiciôn de K.
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DESCOMPOSICION EN R DEL PRIMO 3 DE Z.
S i g u i e n d o  l a  n o t a c i ô n  p r e f i j a d a ,  K = Q ( 6 ) ,  d i s e ( K )  = D,  
o n
: r : m o  p  t a l  q u e  | b  y  p 2
I r r ( ô , Q )  = -  a x  + b ,  d d e  s e  s u p o n e  q u e  n o  e x i s t e  n i n g ü n
P o r  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  e n  e l  C a p i t u l o  I ,  s a b e m o s  
q u e  Vg ( D)  e ( 0 , 1 , 3 , 4 , 5 ) .  V a m o s  a e s t u d i a r  p o r  s e p a r a d o  c a d a  
u n o  d e  e s t o s  c i n c o  p o s i b l e s  c a s o s .
C a s o  a ) : Vg (D)  = 0
E l  c a s o  Vg (D)  =  0 o c u r r e  s i  y  s o l o  s i  ( 3 /  a ) o
( a = 3(9), b2 = a + 1(27) y Sg p a r  ).
Proposiciôn 2.1.: Si 3 / a entonces:
( i )  a s -  1(3), b s 0(3) ==> 3R = (3,8)(3 ,8  ^ + 1).
(ii) a s -  1(3), b = 1(3) ==> 3R = (3,8 - 1)(3,e2 + 0 + 2 ) .
(iii) a s -  1(3), b s 2(3) ==> 3R = (3,0 - 2 ) (3,0^ + 20 + 2).
(iv) a s 1(3), b 5 0(3) ==> 3R = (3,8)(3,8 - 1)(3,8 - 2).
(V) a s 1(3), b 3 1(3) ==> 3R = (3,0^ - 0 + 1 ) .
(vi) a 3 1(3), b a 2(3) ==> 3R = (3,0  ^ - 0 + 2).
Demostraciôn; K = Q (8), I r r (0,Q) = - ax + b,
dise(0) = 4a^ - 27b2 = d^q (q libre de cuadrados).
3 / a ==> 3 / disc(0) ==> 3 / indice (0).
Podemos pues aplicar el lema de Kummer [M, th. 27 ] , a dicho 
elemento.
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Si a = -1(3) :
Irr(8,Q) = - ax + b ■ x(x^ + 1 )  si b * 0(3).
= (X - 1)(x2 + X + 2) si b a 1(3).
a (X - 2 ) (x2 + 2X + 2) si b a 2(3).
(môdulo Zg[X]).
Si a a 1(3) :
Irr(8,0) = x^ - ax + b a x(x - 1 ) (x - 2) si b a 0(3).
a x ^ - x + l  si b a 1(3).
a x ^ - x + 2  si b a 2(3).
(môdulo Zg[X]).
c.q.d.
Proposiciôn 2.2.: Si a a 3(9), b^ = a + 1(27) y
Sg = Vg ( 4a^ - 27b^ ) es par, entonces:
(i) q a - 1(3) ==>
3R = (3 ,82/ 3)(3 ,(82/ 3)2 + 1) si d/27 a 0(3).
3R = (3,(82/ 3) + 1)(3 ,(82/ 3)2 - (82/ 3) - 1) si d/27 a 1(3).
3R = (3,(82/ 3) - 1)(3,(©2/3)2 + (82/ 3) - 1) si d/27 a 2(3).
(ii) q a 1(3) ==>
3R = (3 ,82/ 3)(3,(82/ 3) - 1)(3,(82/ 3) + 1) si d/27 a 0(3). 
3R - (3 ,(82/ 3)2 - (82/ 3) + 2) si d/27 a 1(3).
3R = (3 ,(82/ 3)2 - (82/ 3) + 1) si d/27 a 2(3).
(82 = (4a2 - 9b8 - 6a82)/d).
Demostraciôn; Bajo estas hipôtesis, 82/3 c R, 3 / q, 27 | d
(véase proposiciôn 1.11.); dise(82/ 3) = b2q2. 
b2 3 a + 1(3), a a 0(3) ==> b ^ 0(3).
Luego, 3 / disc(82/ 3) ==> 3 / Indice(82/ 3).
Por otra lado, a a 3(9) ==> a/3 a 1(3); por tanto
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Irr(02/3,Q) = - (a/3)qx - (d/27)q2 » x^ - qx - (d/27)q'
(Zg[x]).
Si q s - 1(3), Irr(02/3,Q) a x^ + x - (d/27) =
/ 3 x(x^ + 1) si d/27 = 0(3).
/ = (X + 1)(%2 - X - 1) si d/27 a 1(3).
\ ■ (X - 1)(x2 + X - 1) si d/27 ■ 2(3).
\
Si q a 1(3), Irr(02/ 3 ,<2) = x^ + x - (d/27) a
/ a X(X - 1)(X + 1) si d/27 a 0(3).
/ a x2 - X + 2 si d/27 a 1(3).
\ a x2 - X + 1) si d/27 a 2(3).
\
C.q.d.
Caso b) ; Vg (D) = 1.
El caso Vg (D) = 1 ocurre si y solo si
( 1 = Vg (a) < Vg (b) ) 6 ( 3 1 a, a 3(9), b^ a a + 1(9) ) 6
( a a 3(9), b2 a a + 1(27) y Sg impar ).
Proposiciôn 2.3.; Si 1 = Vg(a) < Vg(b) entonces;
(i) 1 = Vg (a) < Vg (b) = 2 ==>
3R = (3,02/3)(3,(02/3) - (a/3))2.
(ii) 1 = Vg (a) < 3 < Vg (b) ==>
3R = (3,29 +(02/3))(3,20 + (0^/3) + 1)2 si a a 6(9).
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3R = (3,20 +(02/3))(3,20 + (02/3) - 1)2 si a a 3(9). 
Demostraciôn; Bajo estas hipôtesis, por la proposiciôn 1.13., 
02/3 e R.
(i) Supongamos 1 = Vg(a) < Vg(b) = 2. 
disc(02/3) = 3 (b/9)2((d2q)/27).
V g ( dise(02/3) ) = 1 = Vg(D) ==> 3 / indice (02/3). 
Irr(02/3,Q) = %2 - (2a/3)%2 + ( a2/9)x - (b2/27) a
a x2 - (2a/3)x2 + ( a2/9)x a x(x - (a/3))2.
(Z3txj).
(ii) Supongamos ahora 1 = Vg(a) < 3 < Vg(b).
20 + (02/3) € R;
dise(20 + (02/3)) = 3(( 2^32 + b - 6a )/9)2 ((d2q)/27). 
Pero, 2232 + b - 6a a - 6a(27), y como - 6a ^ 0(27) se 
tiene Vg(disc(20 + (02/3))) = 1 = Vg (D) ==>
==> 3 / indice (20 + (02/3)) .
Irr ( 20 + (02/3),Q) = x2 - ( 2 a / 3 ) x ^  + (( a2 - 36a +
+ 18b)/9)x + ( 6ab + ô2b - h ^ ) / 2 7  a
a x(x2 - (2a/3)X + (a2 - 36a)/9) (Zg[x]).
Ahora bien, a a 0(3), a ft 0(9) ==> a a 3 ô 6(9).
Si a a 6(9), Irr ( 20 + (0^/3),Q) a x(X + 1)2 (Zg[x]). 
si a a 3(9), Irr ( 20 + (0^/3),Q) a x(X - 1)2 (Zg[x]).
c.q.d.
Centre del caso 3 | a, a ^ 3(9), b2 a a + 1(9), vamos a 
considerar los dos posibles subcases a a o(9) y a a 6(9).
Proposiciôn 2.4.; Si a a 0(9), b2 a a + 1(9), entonces;
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(i) Si b a 1(9), a + b X 1(27),
3R = (3,(02 - 9 + 1)/3)2(3,(02 - 0 + l)/3 - 1).
(ii) Si b a 1(9), a + b a 1(27),
3R = (3,0 + (02 - e + l)/3)(3,0 + (02 - 0 + l)/3 - 2)2
(iii) Si b a 8(9), a - b X 1(27),
3R = (3,(02 + 0 -u 1)/3)2(3,(02 + 9 + i)/3 - 1).
(iv) Si b a 8(9), a - b a 1(27),
3R=(3,0+(02 + 0 + l)/3 - 1)2(3,0 + (92 + 0 + i)/3 + 1). 
Demostraciôn : (i) e (ii): a a 0(9), b a 1(9) ==> 
==> (02 - 0 + l)/3 € R (véase proposiciôn 1.15.). 
indice ((02 - 0 + l)/3) = indice ((02 - 0)/3);
dise ((02 - 0)/3) = (( a + b - 1 )/9)2( (d2q)/27)3.
Si a + b X 1(27) entonces 3 / indice ((02 - 0 + l)/3).
Irr ((02 - 0 + l)/3,Q) = x2 - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + 3a - 3b +
+ 3)/9)x + ( ab - a + 2b - b2 - a2 - l)/27 a
a x2 - x2 + ( ab - a + 2b - b2 - l)/27(Zg[x]).
Ahora bien, 3 | dise (K) ==> 3 ramif icado en K ==> existe un
primo de R cuyo grado de inercia sobre 3, e, es mayor que
u n o . Por el teorema 10.61. de Harvey-Cohn [HC2],
Vg (D) = l = - l  + e + h siendo e = 2 ô 3 y h  = 0 s i 3 / e ,  y
h > 0 si 3 I e. Si fuera e = 3, séria 1 = 2 + h con h > 0,
absurdo. Luego e = 2 y 3R = p2q. Necesariamente
( ab - a + 2b - b2 - l)/27 a 0(3) e Irr ((02 - 0 + 1)/3,Q) s
a x2(x - 1) (Zg[X]).
Supongamos ahora a + b a 1(27); 0 + ((02 - 0 + l)/3) c R.
dise (0 + ((02 - 0 + l)/3)) = 3((8 - 2a + b)/9)2((d2q)/27).
a + b a 1(27) ==> 8 - 2a + b ^ 0(27); de lo contrario.
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l - a - 2 a + 8 * 0 ( 2 7 )  ==> a * 3(9), absurdo. 
Luego 3 / indice (9 + ((0^ - e + l)/3)) .
Irr (0 + (02 - 0 + l)/3,Q) = - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + 6b +
+ 3)/9)x + ( - 2ab + 2a + 2b - b2 - a2 - l)/27 =
a x^ - %2 + X + ( - 2ab + 2a + 2b - b2 - l)/27 
(Zgtx]).
Y, como 3R = r2q, necesariamente Irr (0 + (02 - 0 + 1)/3,Q) a 
a x(x - 2)2 (Zg[X]).
(iii) e (iv): a a 0(9), b a 8(9) ==> (02 + 0 + i)/3 « R
(véase proposiciôn 1.15.).
indice ((02 + 0 + l)/3) = indice ((©2 + 0)/3);
disc ((©2 + 0)/3) = 3(( -a + b + 1 )/9)2((d2q)/27).
Si a - b jé 1(27) entonces 3 / indice ((©2 + 0 + l)/3) .
Irr ((©2 + 0 + 1)/3,Q) « x^ - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + 3a + 3b +
+ 3)/9)x + ( -ab - a - 2b - b2 - a2 - l)/27 a
a - x2 - ( ab + a + 2b + b2 + a2 + l)/27 a 
a x^ - x2 (ya que 3R = p2Q) a x2(x - 1)
(ZgCx]).
Supongamos ahora a - b a i (27) ; consideramos en este caso
0 + ((©2 + 0 + l)/3) € R;
disc (0 + ((©2 + 0 + l)/3)) = 3((64 - 4a + b)/9)2 ( (d2q)/27). 
64 - 4a + b ^ 0(27); de lo contrario, 63 a 3a(27) »=>
a a 3(9), absurdo.
Luego 3 / indice (0 + ((©2 + © + l)/3)).
Irr (0 + (©2 + 0 + 1)/3,Q) = x^ - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + I2b -
- 12a + 3)/9)X + ( - 4ab + 14a + 52b - b2 - &2 - l)/27 a
a x^ - x2 + 2x + ( - 4ab + 14a + 52b - b2 - a2 - l)/27 a
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a - x2 + 2X + 1 (pues 3R = p2q) = (x -l)2(x + 1) 
(Zg[x]).
c.q.d.
Proposiciôn 2.5.: Si a * 6(9), h a + 1(9), entonces:
(i) Si b a 4(9), a + b X 1(27),
3R = (3, -2 + (02 - e + l)/3)2(3, 2 + (02 - 0 + l)/3).
(ii) Si b a 4(9), a + b a 1(27),
3R = (3,0 + (02 - 0 + l)/3)(3,0 + (02 - 0 + l)/3 - 1)2,
(iii) Si b a 5(9), a - b y# 1(27),
3R = (3, -2 + (©2 + 0 + 1)/3)2(3,(©2 + 0 + l)/3 + 2).
(iv) Si b a 5(9), a - b a 1(27),
3R = (3,0+(©2 + 0 + 1)/3)2(3,0 + (©2 + 0 + l)/3 - 2). 
Demostraciôn: Por la proposiciôn 1.15., si a a 6(9), b a 4(9) 
entonces (©2 - 0 + l)/3 e R. Y si a a 6(9), b a 5(9)
entonces (©2 + 0 + l)/3 c R.
La misma demostraciôn que en la proposiciôn anterior nos 
permite concluir que si a a 6(9):
/ a + b X 1(27), 3 / indice ((©2 - 0 + l)/3)
b a 4(9)
\ a + b a 1(27), 3 / indice (0 + (©2 - 0 + l)/3)
/ a - b ^  1(27), 3 / indice ((©2 + © + l)/3)
b a 5(9)
\ a - b a 1(27), 3 / indice (0 + (©2 + 0 + l)/3)
Con el fin de aplicar el lema de Kummer [M,th.27]
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necesitamos conocer el irreducible sobre Q de cada uno de
estos elementos. Dichos polinomios han sido dados en la
demostracion de la proposiciôn anterior. Pasamos a estudiar 
la descomposiciôn môdulo Zg[x] de cada uno de esos 
polinomios. Recurrimos al teorema 10.61. de Harvey-Cohn [HC2] 
para afirmar que 3R = P^Q.
En el caso a = 6(9), b = 4(9) y a + b ^ 1(27),
Irr ((02 - 0 + 1)/3,Q) « x2 - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + 3a - 3b +
+ 3)/9) X + ( ab - a + 2b - b2 - a2 - l)/27 =
■ x2 - 2x2 + 2X + 2 ■ (X - 2)2(x + 2) (Zg[X]),
pues 1 + 2a/3 ■ 2(3), (a2 + 3a - 3b + 3)/9 =
■ 2(3) y 3R » p2q.
En el caso a = 6(9), b = 4(9) y a + b = 1(27),
Irr (0 + (©2 - 0 + 1)/3,Q) = x2 - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + 6b + 
+ 3)/9)x + ( - 2ab + 2a + 2b - b2 - a2 - l)/27 » 
a X^ - 2x2 + X m x(X - 1)2 (Zg[x]),
pues 1 + 2a/3 = 2(3) , (a2 + 6b + 3)/9 * 1(3)
y 3R = p2q.
Para a * 6(9), b ■ 5(9) y a - b ^ 1(27),
Irr ((©2 + 0 + 1)/3,Q) = x^ - (1 + 2 a / 3 ) x ^  + ((a2 + 3a + 3b +
+ 3)/9)x + ( -ab - a - 2b - b2 - a2 - l)/27 a
a x2 - 2x2 + 2X + 2 a (x - 2)2(x + 2) (Zg(x)),
pues 1 + 2a/3 a 2(3), (a2 + 3a + 3b + 3)/9 a
a 2(3) y 3R = p2q.
Y, por ultimo, si a a 6(9), b a 5(9) y a - b a 1(27),
Irr (0 + (©2 + 0 + 1)/3,Q) = x^ - (1 + 2a/3)x2 + ((a2 + I2b -
- 9)/9)X + (- 4ab + 14a + 52b - b2 - a2 - l)/27 a
a x2 - 2x2 g x2(X - 2) (Zg[X]).
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pues 1 + 2a/3 ■ 2(3), (a^ - 12a + 12b + 3)/9 s
a 0(3) y 3R = p 2q .
c.q.d.
Proposiciôn 2.6.: Si a a 3(9), b^ = a + 1(27) y
Sg Vg (4a^ - 27b2) impar entonces:
(i) Para Sg > 9,
Si a a 3(27) ==>
3R = (3, (-1 + 02)/3 + 0j^/3 - 1) (3, (-1 + 0^)/3 +
Si a s 12(27) ==>
3R = (3,(-1 + e2)/3 + 0^/3 - 2)(3,(-1 + e2)/3 + 0g/3 - 1)2 
Si a a 21(27) ==>
3R = (3,(-l + 0^)/3 + 0^/3) (3, (-1 + e2)/3 + 0j^/3 - 2)2
(ii) Para Sg = 7,
Si a a 3(27) ==>
3R = (3,(-1 + 02)/3 - 1)(3,(-1 + ©2)/3)2 
Si a a 12(27) ==>
3R = (3,(-1 + 02)/3 - 2)(3,(-1 + 0^)/3 - 1)2 
Si a a 21(27) ==>
3R = (3,(-1 + 02)/3)(3,(-1 + 02)/3 - 2)2
(0j^  = (4a2 - 9be - 6a02)/d; 4a^ - 27b2 = d2q) .
Nota: Bajo las hipôtesis de esta proposiciôn, necesariamente
Sg = Vg (4a^ - 27b2) > 7. En efecto:
a a 3(9) ==> a = 3 + 9r con r e Z ==> (a/3) ^  = i +
+ 27r^ + 9r + 27r2 ==> 4(a/3)^ - b2 a 4 (a/3)^ - (a + 1)
a 4 + 36r - 3 - 9r - 1 a 27r a 0(27).
Demostraciôn:
(i) En este caso, (-1 + 0^)/3 + 8g^/3 € R.
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disc((-l + e2)/3 + 0i/3) = ((d - 9a + 27q)/27) ^ b^q; como
d - 9a + 27q = -9a (3^) y -9a ^ 0(3'*) entonces tenemos
3 / indice ((-1 + e2)/3 + 0i/3) .
Irr ((-1 + 02)/3 + 0g^/3,Q) =
= + ((3 - 2a)/3)x2 +
+ ((dq - 3aq + a^ + 3 - 4a)/9)x +
+ (-2a + 1 - fa2 + a2 - dq^ - adq + dq + 4a^q - 3aq)/27. 
Por otro lado, a ■ 3(9) *=> a ■ 3, 12 ô 21 (27).
Supongamos en primer lugar, a ■ 3(27):
(dq - 3aq + a^ + 3 - 4a)/9 ■ (a^ + 3 - 4a)/9 (3), pero
a a 3(27) ==> a2 + 3 - 4a = (a - 3)2 - 6 + 2a a 2a - 6 a  
a 0(27).
Luego, (a2 + 3 - 4a)/9 a 0(3).
(3 - 2a)/3 = (-2 (a - 3) - 3)/3 a -3/3 a -1(3).
Y no hace falta encontrar el représentante môdulo 3 de la 
clase del término independiente del polinomio en cuestiôn ya 
que Irr ((-1 + 02)/3 + 0^/3,Q) a
a x2 - x2 a x2 (X - 1) , Ô
a - x2 + 1, ô
a x^ - x2 - 1 a (x - 2) (x2 + X + 2)
(ZgtX]).
Pero Vg (D) = 1, luego 3 es ramif icado en K. Y,
necesariamente, Irr ( (-1 + 0^)/3 + 0j^/3,Q) a x2(x - 1)
(Z3 [X]).
Supongamos en segundo lugar, a a 12(27):
(dq - 3aq + a2 + 3 - 4a)/9 a (a^ + 3 - 4a)/9 (3), pero
a a 12(27) ==> a2 + 3 - 4a = (a - 3)2 - 6 +  2a a 2a - 6 a
a 18(27) .
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Luego, (a^ + 3 - 4a)/9 ■ 2(3).
(3 - 2a)/3 = (-2 (a - 3) - 3)/3 a -3/3 a -1(3).
Y no hace falta encontrar el représentante môdulo 3 de la
clase del término independiente del polinomio en cuestiôn ya 
que Irr ((-1 + 0^)/3 + 0^/3,Q) a
a x ^ - x 2 - x + l 3 ( x - 2 ) ( x - l ) 2 ,  ô 
a x ^ - x ^ - x - l ,  Ô 
a X^ - x2 - X a x(%2 - X - 1)
(ZgCx]).
Pero Vg(D) = 1, luego 3 es ramificado en K. Y,
necesariamente, Irr ((-1 + ©^)/3 + 0]^/3 ,Q) a (x - 2) (x - 1)2 ,
(Zg(X)).
Supongamos en tercer lugar, a a 21(27):
(dq - 3aq + a2 + 3 - 4a)/9 a + 3 - 4a)/9 (3), pero
a a 21(27) ==> a2 + 3 - 4a = (a - 21)2 _ ^gg + 38a;
Luego, (a2 + 3 - 4a)/9 a (38(a - 21) + 360)/9 a 360/9 a 1(3).
(3 - 2a)/3 a -1(3).
No hace falta encontrar el représentante môdulo 3 de la clase 
del término independiente del polinomio en cuestiôn ya que 
Irr ((-1 + 02)/3 + 0i/3,Q) a
a x^ - x2 + X + 1 , Ô
a x^ - x2 + X - 1 a (X - 1) (x2 + 1) , Ô
a x^ - x2 + X a x(X - 2)2
(ZgtX)).
Pero 3 es ramif icado en K. Y, necesariamente,
Irr ((-1 + e2)/3 + 9j^/3,Q) a x(x - 2)2, (Zg[x]).
(ii) En este caso, (-1 + 02)/3 e R.
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disc ((-1 + 02)/3) = (d/27)2b2q; Vg(disc ((-1 + 02)/3)) = 1
= Vg(D), 3 / indice ((-1 + Q ^ ) / 3 ) .
Irr ((-1 + 02)/3,Q) =
= + ((3 - 2a)/3)x2 +
+ ((a2 + 3 - 4a)/9)x +
+ (-2a + 1 - + a^ )/27, polinomio que es congruente
môdulo Z g [x] con el polinomio del apartado anterior. Se
distinguen, pues, los mismos casos que en el apartado (i) y 
se tiene demostrada la proposiciôn.
c.q.d.
Caso c): Vg(D) = 3
El caso Vg(D) = 3 ocurre si y solo si
(Vg(a) = vg(b) = 1) ô (3 I a, 3 / b, a / 3(9), b^ ^ a + 1(9)) 
ô (a » 3(9), b2 > 4(9) , b^ a + 1(27)).
Vamos a analizar cada subcase por separado.
Proposiciôn 2.7.; Si Vg(a) = Vg(b) = 1, entonces 3R = (3,0)2. 
Demostraciôn; En este caso, Vg(disc(0)) = Vg(4a^ - 27b^) = 
= 3 = Vg(D), luego 3 / indice(0).
Irr (0,Q) = x2 - ax + b = x2 (Zg[x]).
c.q.d.
Proposiciôn 2.8. : Si 3 | a, 3 / b, a ^ 3(9), b^ ^ a + 1(9)
entonces: (i) 3 R =  (3,0 - 2)2 si b a 1(3).
(ii) 3R = (3,0 - 1)2 si b s 2(3).
Demostraciôn: Sg = Vg(4a2 - 2 1 h ^ )  - 3 (véase la demostraciôn
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de la proposiciôn 1.10.) = Vg(D) ==> 3 | Indice(9).
Irr (0,Q) = %2 - ax + b m (x - 2)2 si b ■ 1(3)
a (X - 1)2 si b a 2(3),
(ZgEx)).
C.q.d.
Proposiciôn 2.9.: Si a a 3(9), b^ s 4(9), b^ ^ a + 1(27),
entonces 3R = (3,0j^/3)2.
Demostraciôn: Bajo estas hipôtesis 0g^/3 c R;
dise (0g/3 ) = b2q2 ==> Vg (dise (8g^/3 ) ) = 3 = Vg (D) ==>
3 / indice(0/3).
Irr (0/3,Q) = x2 - (qa/3) x - (dq^)/27 a (Zg [x] ) , ya que 
bajo las condiciones enunciadas en la proposiciôn 9 | d,
3 11 q-
c.q.d.
Caso d): Vg(D) = 4.
El caso Vg(D) = 4 ocurre si y solo si
g(a) = Vg(b) = 2) ô (a a 3(9), 3 / b, b2 ^ 4(9)).
Vamos a analizar cada subcaso por separado.
Proposiciôn 2.10.: Si Vg(a) = Vg(b) = 2, entonces
3R = (3,02/3)2.
Demostraciôn; En este caso, ©2/3 e R; dise (©2/3) = b2
((d2q)/3®); por ser Vg(d2q) = 6, Vg(dise(©2/3)) = 4 = Vg(D), 
luego 3 J[ indice(©2/3) .
Irr (©2/3,Q) = (2a/3)x2 + ( a ^ / 9 ) x  - ( b ^ /27) a x2,(Zg[x)).
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Proposicién 2.11.: Si a a 3(9), 3 / b, / 4(9) entonces:
(i) 3R = (3,0 - 2)^ si b ■ 1(3).
(ii) 3R = (3,0 - 1)^ si b a 2(3).
Demostraciôn; S3 = V3 (4a^ - 27b^) = 4 (véase la demostraciôn 
de la proposiciôn 1.9.) = V 3 (D) ==> 3 / Indice(0).
Irr (0,Q) = - ax + b a (x - 2)^ si b » 1(3)
■ (X - 1)  ^ si b a 2(3),
(Z3[X])
c.q.d.
Caso e) ; v 3 (D) =■ 5.
El caso V 3 (D) = 5 ocurre si y solo si
1 < V 3 (b) < V 3 (a).
Vamos a considerar los dos posibles subcasos:
(1 = V3 (b) < V3 (a) ) , (2 = V 3 (b) < V 3 (a) ) .
(Desde un principio se acordô c[ue puede suponerse que no 
existe un primo p tal que p^ | b y p^ | a).
Proposicidn 2.12.; 1 = V 3 (b) < V 3 (a) ==> 3R = (3,0)^, 
Demostraciôn: Trivial.
Proposiciôn 2.13.: 2 = V 3 (b) < V 3 (a) ==> 3R = (3,0^/3)^. 
Demostraciôn: 0^/3 e R; disc(0^/3) = (b^d^q)/3^:
V 3 (disc(0^/3)) = 5 = V 3 (D), luego 3 / indice(0^/3).
Irr (02/3,Q) = x 3 -  (2a/3)x2 + (a2/9)x - (b^/z?) a x^,
(Z][x]). 
c.q.d,
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DESCOMPOSICIOW EN R DEL PRIMO 2 DE Z .
De los estudios realizados en el Capitulo I sobre bases
minimales en 2 podemos afirmar que VgfD) e {3, 2, 0). Vamos a
estudiar cada uno de esos posibles très casos por separado.
Caso a) ; VgfD) = 3.
VgfD) = 3 si y solo si (V2 ( b )  = 1, Vgfa) = 0,
“ Vg ( 4a^ - 27b2 ) es impar) ô (Vg (b) > 3, Vgfa) = 1) .
Analizamos, a su vez, cada uno de estos subcasos por 
separado.
ProDOsiciôn 2.14.: Si Vgfb) = 1, Vgfa) = 0  y Sg es impar
===> 2R = (2, 02 + 83)(2, 9 2 + 0 1 +  1)2.
( 01 = (4a2 - 9b0 - 6a02)/d ).
Demostraciôn : Bajo estas hipôtesis, 2/ indice(02 + 01). En 
efecto, disc(02 + 0i) = (27q - 9a + d)2b2q. Pero V2 (d2q) > 2, 
S2 impar, q libre de cuadrados ===> 2 | | q, 2 | d. Y como
Vj ( a ) = 0 entonces Vg ( 27q - 9a + d ) = 0 .  Luego
V 2 (dise (02+0i) ) = 3 =» V 2 (D) ===> 2 / Indice (e2 + ©i) .
Irr (©2 + ©1,0) = x 2 -  2ax2 + (dq - 3aq + a2) x + (-b|2 - dq2 -
- adq + 4a2q) a x^ + x a x(x + 1)2 (Zg[x]).
c.q.d.
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Proposiciôn 2.15. : Si Vgfb) > 3 ,  Vgfa) = 1 ===>
==> 2R = (2, 02/2 + 0)(2, 02/2 + 0 + 1 ) 2 .
Demostraciôn : Bajo estas hipôtesis vimos en la proposiciôn 
1.26 que 6^/2 e R;disc(02/2 + 0) = ((-2a + b + 8)/4)2 (d/2)2q. 
Luego, como ^ 2 (d) = 2 ,  2 | | q, V 2 (a) = 1 entonces
Vg (disc(02/2 + 0 ) )  = 3 = V 2 (D) ===> 2 / indice(02/2 + 0 ) . 
Irr(02/2 + 0,Q) = - ax2 + ((-4a + a2 + 6b)/4)x + (-b|2 -
- 2ab + 8b)/8 a x^ + x ■ x(x + 1)2 (Z2 [x]).
c.q.d.
Caso bl : V 2 (D) = 2.
VgfD) = 2  si y sôlo si ( 1 < V 2 (b) < V 2 (a) ) ô
(Sg = V 2 (4a^ - 27b2) es par y Q 2 “  ^ (4)). Analizamos, a su 
vez, cada uno de estos subcasos por separado.
Proposiciôn 2.16. : Si 1 < V2 (b) < V2 (a) ===>
(i) 1 = V2 (b) < Vg(a) ===> 2R = (2, 0)2.
(ii) 2 = V2(b) < V2(a) ===> 2R = (2, 02/2)2.
Demostraciôn;
(i) 1 = V2(b) < V2(a) ===> S2 = V2 (4a2 - 27b2) = 2 = V2(D)
===> 2/ lndice(0). Irr(0,Q) = x2 - ax + b « x2 ( Z2 [x] ).
(ii) Supongamos ahora 2 = Vj(b) < V2 (a). Bajo estas hipôtesis 
vimos en la proposiciôn 1.17 que 02/2 e R ; dise (02/2) = 
= (b2d2q)/2®. Por ser Vg (dise (02/2 ) ) = 2 = V2 (D) ===:
2 / indice(02/2). Irr(02/2,Q) = x 2 -  ax2 + (a2/4)x - b2/s *
- x2 (Z2[X)).
C.q.d.
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Proposiciôn 2.17. : Si S2 es par y 0 3 = 3 (4)
(i) 2 < Vg(b), Vgfa) = 0, a s 3(4) ==>
2R = (2,0)(2,0 + 1)2,
(ii) 2 = v,(b), v,(a) = 1 ==>
2R = (2, © 2 / 2 ) ( 2 , 1 +  ©2/2)2.
(iii) 1 = Vg (b) , V2 (a) =• 0, q ■ 3(4) ==>
2R = (2,81) (2,01 + 1)2.
(01 = (4a2 - 9b0 - 6a©2)/d).
Demostraciôn:
(i) Bajo estas hipôtesis, S2 = Vg(4a^ - 27b2) = 2 - ^2 (0 ) 
===> 2/ indice(0) . Irr (0,Q) = - ax + b ■ x^ - x «
= x(x + 1)2 ( Z2 (X] ).
(ii) En este caso, por la proposiciôn 1.24., ©2/2 e R;
dise(©2/2) = (b2d2q)/2®. Por ser V2 (dise(02/2)) = 2 = V2(0) 
===> 2 / indice(©2/2) . Irr(©2/2,Q) = x^ - ax2 + (a2/4) x -
- b2/8 s  + X a X(X + 1)2 (ZgfX)).
(iii) 01 e R por el lema 1.2.; disc(©i) = 3®b2q^;
Vg(3^b2q^) = 2 = V2 (D) ===> 2 / indice(©i). Irr(0i,Q) = x^ -
= 3aq X - dq2 a x^ - x a x(x + 1)2 (Z2 [x]).
c.q.d.
Caso c) : V2 (D) = 0.
VgfD) = 0 si y sôlo si ( V2 (b) = 0 ) ô (Vg(b) = 1, V 2 (a) = 0, 
q a 1(4)) ô (V2 (b) = 2, V2 (a) = 0 , a a 1(4)) ô (V2 (b) > 3,
V 2 (a) = 0 , a a 1(4)). Analizamos, a su vez, cada uno de estos
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subcasos por separado.
Proposiciôn 2.18. : Si Vgfb) = 0 ===>
(i) 1 < V2 <a) ===> 2R = ( 2 , 9 -  1)(2, + 9 + 1).
(ii) Vg(a) = 0 ===> 2R = (2 , 9^ + e + 1).
Inmediata.
Proposiciôn 2.19. : Si V2 (b) = 1, Vg(a) = o, q a 1(4)
===> (i) q a 1(8) ==> 2R = PQR.
(ii) q a 5(8) ==>
2R =(2,(02+ei)/2)(2,((e2+ei)/2)2+(02 + 0i)/2+l).
Demostraciôn;
(i) Bajo estas hipôtesis, Pascual Llorente y Enric Nart [L,N] 
demuestran que 2 es factor comün de indices. Y, segün
Engstrora [E], 2 descompone completamente.
(ii)Veamos en primer lugar que S2 = Vg (4a^ - 27b2) > 4 . Por 
ser q a 5(8) S2 es obviamente par; V2 (b) = 1 ===> S2 > 2.
Ahora bien, a^ - 27 (b/2) 2 a 0 (2), ya que a = 1 (2) ===>
a^ a 1(2), b a 2 (4) ===> b/2 a 1 (2) ===> (b/2) 2 a 1(2).
Luego S2 > 3 y como S2 es par, se tiene S2 > 4. Por tanto, 
d a 0 (4).
Si d a 0 (8), necesariamente a a 3 (8). En efecto,
b a 2 (4) ===> b/2 a 1 ô 3 (4) ===> (b/2) 2 a i (8); pero 
a^ - 27 (b/2)2 a 0 (8 ) ===> a^ a 3 (8) ===> a a 3 (8). 
Si d a 4 (8), necesariamente a a 7 (8). En efecto,
a^ - 27(b/2)2 a 4 (8) = = >  a^ a 7 (8) ===> a a 7 (8).
Por otro lado, por la proposiciôn 1.20. se tiene que
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(62+0i)/2 e R; disc((02+0i)/2) = ((27q - 9a + d)/4)^(b/2)2q. 
Pero V2 (27q - 9a + d) = 0 ya que 27q - 9a + d « 4 (8) tanto 
si d a 0 (8) como si d * 4 (8). Luego 2 / indice ( /2) .
Irr( (e^ + 0i)/2,Q) = - ax^ + (dq - 3aq + a^)/4 x + (-b^ -
- dq2 - adq + 4a2q)/a * x^ + x^ + x + 1 ô x^ + x^ + x
(ZgTx]), ya que dq - 3aq + a^ a 4 (8). Como VgfD) = 0
entonces 2 es no ramificado en K; necesariamente
lrr((02 + 0i)/2,Q) ■ x^ + x^+ + x a x (x^ + x + 1) (ZgCx]).
c.q.d.
Proposiciôn 2.20. : Si V2 (b) = 2, Vgfa) = 0, a a 1 (4)
===> (i) a 3 5(8) ==> 2R = PQR.
(ii) a a 1(8) ==>
2R =(2,(02+ 0)/2)(2,((02+ 0)/2)2-(02+ e)/2 + 1).
Demostraciôn:
(i) Bajo estas hipôtesis, Pascual Llorente y Enric Nart [L,N] 
demuestran que 2 es factor comün de indices. Y, segün
Engstrom [E], 2 descompone completamente.
(ii) Por la proposiciôn 1.22. se tiene que (02+ 0)/2 € R ;
dise ((02+0)/2) = ( (-a + b + 1 ) / 4 )2( d/2 ) 2q .
Y como -a + b + 1 a 4 (g) y Vg (d2q) = 2 ,  se tiene
2 / indice((02 + 0)/2). Irr ((©2 + 0)/2, Q) = x^ - a x2 +
+ ( 3b - a + a2 )/4 X + (-b2 + b - ab)/8 a x^ + x2 + x 
(%2[X]), ya que 3b - a + a2 a 4 (g) y -b2 + b - ab a -ab + b 
= b(l - a) a 0 (16). Luego Irr((©2 + 0)/2,Q) a x (x2 + x + 1) 
(22[x]).
C.q.d.
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Proposiciôn 2.21. ; Si Vg (b) > 3, Vgfa) = 0, a ■ 1 (4)
==»> (i) a a 1(8) ==> 2R = PQR.
(ii) a a 5(8) ==>
2R =(2,(02+ 0)/2)(2,((02+ 0)/2)2-(02+ e)/2 + 1). 
Demostraciôn: En este caso el estudio es totalmente paralelo 
al caso anterior.
(i) Bajo estas hipôtesis, Pascual Llorente y Enric Nart [L,N] 
demuestran que 2 es factor comün de indices. Y, segün
Engstrom [E], 2 descompone completamente 2R = PQR.
(ii) Por la proposiciôn 1.25. se tiene que (02+ 0)/2 e R ; 
dise ((02+e)/2) = ( (-a + b + 1) / 4 )2( d/2 ) 2q . y como
- a  + b + l a - 4  (8) y Vg (d2q) = 2, se tiene
2 / indice( (02+0)/2) . Irr ((02 + 0)/2, Q) = - a %2 +
+ ( 3b - a + a2 )/4 X + (-b|2 + b - ab)/8 a + %2 + x
(Zg [X] ) , ya que 3b - a + a2 a 4 (8) y - b2 + b - ab a
a - ab + b = b(l - a) a 0 (16). Luego Irr( (©2 + 0)/2,Q) a
X (x2 + X + 1) (Zg[X])
c.q.d.
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DESCOMPOSICION EN R DE UN PRIMO P > 3 DE Z,
De los estudios realizados en el Capitulo I sobre bases 
minimales en p > 3 primo podemos afirmar que Vp(D) « (2,1,0). 
Vamos a estudiar cada uno de esos posibles très casos por 
separado. En este apartado p dénota a un primo mayor que 3.
Caso a) ; Vp(D) = 2.
V (D) = 2 si y sôlo si 1 < v (b) < v (a).
Proposiciôn 2.22, : si 1 < Vp(b) < Vp(a) ===>
(i) 1 = Vp(b) < Vp(a) ===> pR = (p, 0)^.
(ii) 2 = Vp(b) < Vp(a) ===> pR = (p,
Demostraciôn;
(i) 1 = Vp(b) < Vp(a) ===> Sp = Vp(4a^ - 27b,2) = 2 = Vp(D)
===> p/ indice(0). Irr(0,Q) = - ax + b a ( Zp[x] ).
(ii) Supongamos ahora 2 = Vp(b) < Vp(a). Bajo estas hipôtesis 
vimos en la proposiciôn 1.28 que B^/p e R ; dise (8^/p) =
= (b/p2)2((ci2q)/p4)p2_ Vp(dise(O^/p) ) = 2 = Vp(D) ==>
p / indice(02/p). lrr(02/p,Q) = x^ - (2a/p)x2 + (a2/p2)% -
- (b2/p3) a (Zp(X)).
c.q.d.
Caso b) ; v_(D) = 1.
v„(D) = 1 si y sôlo si (v (b) = 0, v_(q) = 1) ô (v (b) = 2,
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Vp(a) » I) ô (Vp(b) > 3, Vp(a) » 1). Analizamos, a su vez,
cada uno de estos subcasos por separado.
En este caso, Vp(D) - 1 ==> p ramificado en K »»> existe
P < R ideal primo de R tal que e(P/p) = e » 2 ô 3. Pero, por 
el teorema 10.61 de Harvey - Cohn [HC2], Vp(D) » 1 « -1 + e +
+ h siendo en este caso h = 0 pues p / e. Luego e «• 2 y pR =
= p2g.
Proposiciôn 2.23.; Si Vp(b) = O y Vp(q) = 1 entonces
(i) Vp(d) > 1 =->
pR = (p, 02 + 01 - (a/3)*)2(p,02 + 01 - (4a/3)*).
(ii) Vp(d) = 0
pR = (p, 0 - (3b/2a)*)2(p, 0 + (3b/a)“).
( 01 = (4a2 - 9b0 - 6a02)/d ). Con (m/n)* dénotâmes a un
représentante en Z de la clase, en Zp, de m dividida entre la
clase de n. Por ser p un primo Zp es un cuerpo y dicho
cociente existe siempre que la clase de m no sea la clase 
del cero.
(i) En este caso, p / Indice (o2+ 0 3 ). En efecto,
disc(02 + 01) = (27q - 9a + d)2b2q. Pero Vp(d) > 1, Vp(q) = 1 
y Vp ( a ) = 0 entonces Vp( 27q - 9a + d ) = 0 .  Luego
Vp(disc(02 + 01)) = 1 = Vp(D) ==> p / indice (02 + e^).
Irr(02 + 0 1 ,Q) = x 2 -  2ax2 + ( dq - 3aq + a2)x + (- b2 - dq2 
- adq + 4a2q ) a x^ -2ax2 + a2x - b2 (Zp[x)). Como ya 
hemos razonado al principio de este caso b) pR = r2q luego, 
necesariamente, dicho polinomio tiene en Zp una ralz doble y 
una simple. La raiz doble tiene que ser ralz de su polinomio
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derivado 3x2 _ + @2, cuyas raices en Zp son a + pZ y
(a + pZ)/(3 + pZ). Se tiene:
((a + pZ)/(3 + pZ))2
- 2a((a + pZ)/(3 + pZ))2
+ a2((a + pZ)/(3 + pZ))
- b2 ■ (4a^ - 27b2)/ 27 ■ 0 ( pZ ) . Por
tanto, (a + pZ)/(3 + pZ) es raiz doble de Irr(@2 + e^, Q) 
(en Zp) . Y la descomposicion en irreducibles de Zp[x] de 
dicho polinomio es I r r (@2 + , Q) =
= (X - ((a + pZ)/(3 + pZ)))2(x - 4 (a + pZ)/(3 + pZ)).
(ii) Si Vp(d) = 0, como Sp es impar entonces Sp = 1 = Vp(D) 
luego p / indice(8). Tenemos que descomponer en irreducibles
x^ - ax + b e Zp X . Como pR = ?2q necesariamente dicho
polinomio tiene una raiz doble y una raiz simple en Zp. La 
raiz doble tiene que ser raiz del polinomio derivado. Luego 
(a + pZ)/(3 + pZ) debe ser un cuadrado en Zp. En efecto, 
4a^ - 27b2 a 0 (p) ===> (4 + pZ) ( (a + pZ)/(3 + pZ))^ =
= (b + pZ)2 ===> (a + pZ)/(3 + pZ) = ((3b + pZ)/(2a + pZ))2. 
Luego ± (3b + pZ)/(2a + pZ) son las posibles raices dobles en 
Zp de x^ - ax + b. Pero,
((3b + pZ)/(2a + pZ))^
- (a +pZ)((3b + pZ)/(2a + pZ))
+ (b + pZ) = (-4a^b + 27b2)/(8a2 + pZ) =
= 0 + pZ,
entonces x^ - ax + b s (x - (3b/2a)*)2(x + (3b/a)*),
(Zp[x]).
c.q.d.
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Proposiciôn 2.24. : Si Vp(b) =2, Vp(a) = 1 ===>
===> pR = (p, 02/p)(p, 02/p - a/p)2.
Demostraciôn;
Bajo estas hipôtesis vimos en la proposiciôn 1.32. que
02/p € R ; dise (02/p) = (b^/p^) ( (d^q) /p^) . Por ser
Vp(disc(02/p)) = 1 = Vp(D) ==> p / indice(02/p). Irr(02/p,Q)=
= - (2a/p)x2 + (a2/ p 2 )x - (b^/p^) m x^ -(2a/p)x2 +
+ (a2/p2)x m x(x - a/p)2, (Zp[x]).
c.q.d.
Proposiciôn 2.25. : Si Vp(b) > 3, Vp(a) - 1 ==->
==> pR = (p, 02/p + 0 ) (p, 02/p + 0 - a/p)2.
Demostraciôn : Bajo estas hipôtesis vimos en la proposiciôn
1.34 que 02/p e R;
disc(02/p + 0 ) = ((-pa + b + p2)/p2) 2 (d/p) 2q. Luego, como
Vp(d) = 1, p I I q, Vp(a) - 1 y -pa + b + p^ jé o (p^) ,
entonces Vp ( dise (02/p + 0 )) = 1 Vp(D) ===>
p / indice(02/p + 0).
Irr(02/p + 0,Q) = x 2 -  (2a/p)x2 + ((-p2a + a2 + 3pb)/p2)x + 
+ (-b2 - pab + p2b)/p^ a - (2a/p)x2 + (a^/p^)x =
a x(x - a/p)2 (Zp[x]).
c.q.d.
Caso c) ; v_(D) = 0 .
Vp(D) = 0 si y sôlo si (Vp(b) > 1, Vp(a) = 0) ô (Vp(b) = 0, 
Sp par). . 
separado.
). Analizamos, a su vez, cada uno de estos subcasos por
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Proposiciôn 2.26.: Si Vp(b) > 1, Vp(a) = 0 entonces:
(i) pR = (p,0)(p,0 + ((a + pZ)^/2)*) (p,e - ((a + pZ)^/2)*j
si a + pZ € Zp2, siendo ((a + pZ)^/^)* un
représentante en Z de la clase de (a + p Z ) ,
(ii) pR = (p,0 )(p,02 - a) si a + pZ / Zp2.
Demostraciôn: Inmediata.
Proposiciôn 2.27.: Si Vp(b) = 0 y Sp es par entonces:
(i) Vp(a) > 1 ===>
pR = (p,02 - ((b + pZ)^/2)*)e + (b + pZ)2/3)
(p,0 + ((b + pZ)^/2)*) si b 6 Zp^ y p a -1 (3). 
pR = (p,0 - (((b + pZ)^/^ - ((b + pZ)^/^(-3 + pZ)l/2)/2)*)
(p,0 - (((b + pZ)^/2 + ( (b + pZ)V3(_3 + pZ)V2)/2)*)
(p,9 + ((b + pZ)^/^)*) si b e Zp^ y p * 1 (3). 
pR = (p,0^ + b) si b + pZ X Zp3.
(ii) V (a) = 0, s > 1 ===>P' ' ' P
• — Œ-i rr dpR = (P,9i)(P,8i^ - 3aq) si q / Z ^
pR = (p,0i - (9b(q + pZ)^/2/(2a + pZ))*)
(p,01 + (9b(q + pZ)^/2/(2a + pZ))*)
(p,0 l) si q € Zp2.
(iii) Vp(a) = 0 ,  Sp = 0 ===>
la descomposiciôn en R de pR depende de la descomposiciôn 
en Zp[x] de Irr(0,Q); (informaciôn sobre este tema la tenemos 
en el articule de P. Llorente [L2]).
Demostraciôn:
(i) en este caso, p / indice(0) . Irr(0,Q) = x^ - ax + b a
a x^ + b (Zp[x]).
Si b + pZ / Zp^, dicho polinomio es irreducible en Zp[x]. En
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caso contrario, + b ■ (x^ - (b + p Z ) ^ ^ ^ x  + (b + pZ)2/3)
( X  +  ( b  +  p Z )  V 3 )  ( Z p [ x ) )  .
A SU vez, el primer factor de dicha descomposicion es
irreducible en Zp[x] sii -3 + pZ / Zp2 sii p ■ -1 (3).
(ii) disc(0i) “ 3®b2q2 y p ^ 3bq se tiene que p J[ ' indice(0i) 
Irr (0 1 ,0 ) = x^ - 3aqx - dq^ a x^ - 3aqx a x(x^ - 3aq)
(Zp[x]).
Pero, 4a^ - 27fa2 a o (p) ===■>
a + pZ = (3 + pZ)((3b + pZ)/(2a + pZ))2. Luego 3aq + pZ e Zp2
si y sôlo si q e Zp2 .
c.q.d.
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Cuadro de la descomposiciôn en K del primo 3 de O.
= b 3 Otras condiciones 3R =
|2(3) 0(3) (3,0)(3,02 + 1) 1
|2(3) 1(3) (3,0 - 1)(3,02 + 0 + 2 )  1
|2(3) 2(3) (3,0 - 2)(3,02 + 2 0 + 2 )  i
1 1(3) 0 ( 3 ) (3,0)(3,0 - 1)(3,0 - 2) 1
|1(3) 1(3) (3,0^ - 0 + 1 )  1
|1(3) 2(3) (3,0^ - 0 + 2 )  1
iO(27) 0(9) b p  0(27) (3,02/3)2 1
1 0(9) 0(9) b 0(27) 
a ^ 0(27)
(3,02/3)2 1
|0(9) 0(3) b jt 0(9) (3/9)2 1
|0(9) 1(9) a + b ^ 1(27) (3,(02 - 0 +l)/3 -1)(3,(02 -0 +1)/3)2 |
|0(9) 1(9) a + b a 1(27) (3,0 +(02-0 +l)/3)(3,0+(02-0+1)/3 -2)2 |
i 0 ( 9 ) 8 ( 9 ) a - b ^ 1(27) (3,(02 + 0 +l)/3 -1)(3,(02 + 0 +l)/3)2 1
1 0 ( 9 ) 8 ( 9 ) a - b a 1(27) (3,0+(02+0+1)/3 +1)(3,0+(02+0+1)/3 -1)2 |
j 0 ( 3 ) 0(9) a p  0(9) y 
b ft 0(27)
(3,02/3) (3, (02/3) - (a/3))2 |
1 0 ( 3 ) 1(3) b2 ^ a + 1(9) y 
a p* 3(9)
(3,0 - 2)2 1
| 0 ( 3 ) 2(3) b2 ^ a + 1(9) y 
a p  3(9)
(3,9 - 1)2 1
|3(9) 0(27) (3,20 + 02/3)(3,20 + (02/3) - 1)2 |
3(9) b2 a a + 1(27), 
q a - 1(3) y 
d/27 a 0(3)
(3,0^/3)(3,(0i/3)2 + 1)
3(9) b2 a a + 1(27), 
q a - 1(3) y 
d/27 a 1 (3)
(3,(0i/3) + 1)(3,(0i/3)2 - (0^/3) - 1)
106
otras condiciones 3R =
3(9) b2 = a + 1(27), 
q ■ - 1(3) y 
d/27 ■ 2(3)
(3, (6]^/3) - 1) (3, (0j^/3)2 + (0j^/3) - 1) j
3(9) b2 ■ a + 1(27) 
q a 1(3) y 
d/27 s 0(3)
(3,0^/3)(3,(0^/3) - 1)(3, (0^/3) + 1)
3(9) b2 s a + 1(27), 
q » 1(3) y 
d/27 m 1(3)
(3,(0^/3)^ - (0^/3) + 2)
3 (9) b2 a a + 1(27), 
q » 1(3) y 
d/27 a 2(3)
(3,(0i/3)2 - (0^/3) + 1) 1
1
3(27) b2 - a + 1(27), 
S3 impar y 
S3 > 9
(3,(02-1)/3 +0^/3 -1) (3, (02-D/3 +0^/3) ^
12(27) b2 a a + 1(27), 
S3 impar y
S3 > 9
(3,(02 - l)/3 + 0,/3 -2)
(3,(02 - lf/3 + 0^/3 - 1)2
21(27) b^ a a + 1(27), 
S3 impar y
S3 > 9
(3,(02-1)/3 +0^/3)(3,(02-1)/3 +0^/3 -2)2
3(27) b^ a a + 1(27), 
S3 = 7
(3,(02-1)/3 -1)(3,(02-1)/3)2 |
12(27) b^ a a + 1(27), 
S3 = 7
(3,(02-1)/3 -2)(3,(02-1)/3 -1)2 |
21(27) b^ a a + 1(27), 
S3 = 7
(3, (02-1)/3) (3, (02-D/3 -2)2 |
3(9) b l a 4(9) 
b^ ^ a + 1(27)
(3,01/3)2 1
|3(9) 1(3)|b2 p  4(9) (3,0 - 2)2 1
13(9) 2(3)|b2 p  4(9) (3,0 - 1)2 1
16(9) 0(27)1 (3,20 + 02/3)(3,20 + (02/3) + 1)2 |
|6(9) 4(9) |a + b 1(27) (3,(02 -0 +l)/3 +2)(3,(02 -e +l)/3 -2)2 ;
|6(9) 4(9)|a + b ■ 1(27) (3,0 +(02-0 +l)/3)(3,0 +(02-0+1)/3 -1)2 |
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b s Otras condiciones 3R =
|6(9) 1 5(9)|a - h  p  1(27) 1(3, (02 +0 + D / 3  +2) (3, (02 +0 +l)/3 -2)2 |
16(9) 1 5(9)(a - b a 1(27) 1(3,0 +(02+0 + D / 3  -2) (3,0 +(02-0+1)/3)2 |
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Cuadro de la descomposiciôn en K del primo 2 de O.
s b a Otras condiciones 2R =
|0(4) 1 0(4) b p 0(8) 1(2,02/2)2 1
|0{2) 1 0(2) b P 0(4) 1(2,0)2 1
10(2) 1 0(8) a P 0(4) 1(2,0 + 02/2)(2,0 + 02/2 + 1) 2 1
|0(2) 1 0(4) a P
b p
0(4)
0(8)
1(2,02/2)(2,02/2 + 1)2
1
|0(2) 1 1(2) 1(2,0 - 1)(2,02 + 0 + 1 ) 1
1 1(8) 1 0(4) b p 0(8) 1(2,(6 + 02)/2)
1 (2,((0 + 02)/2)2 - (0 + e2)/2) + 1) 1
|5(8) 1 0(8) 1(2,(0 + 02)/2)
1 (2,((0 + 02)/2)2 + (0 + 02)/2) + 1) 1
|3(4) 1 0(8) 1(2,0)(2,0 + 1 ) 2 1
13(4) 1 0(4) b p 0(8) 1(2,0)(2,0 + 1 ) 2 1
|1(2) 1 0(2) q a 1(2)
Ü2 = 1(8)
IPQR 1
1
|1(2) 1 0(2) b P 
q ■
0(4)
5(8)
1(2,(0, + 02)/2)
1 (2,t(9i + 02)/2)2 + (01 + o2)/2) + 1) i
jl(2) 1 0(2) b P 
=2
0(4)
impar
1(2,01 + 02)(2,1 + 0 1 + 0 2 2
1
|1(2) 1 0(2) b p 
q =
0(4)
3(4)
1 (2,0i) (2,1 + 0i)2
1
|1(2) 1 1(2) 1(2,02 + 0 + 1 ) 1
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Cuadro de la descomposicion en K de un primo p > 3 
a = b a Otras condiciones pR =
Ï0(p2) 
l0 (p)
I 0 (p)
0 (p2)|b p  0 (p2)
0 (p2)|a p 0 (p2 )
I(P/92/p)2
I(p, 02/p + 0 ) (p, 02/p + 0 - a/p)2 
I (p, 02/p) (p, 02/p - a/p)20(P ) la p 0(p2) 
|b p  0 (p2)
|0 (p)
0 (p)
0 (p) \h p  0 (p2) I(p, 0)2
b e Z 
b p  oYp) 
P » 1(3)
(p,0-( ( (b+pZ) (b+p2) 1/3 (-3+pZ) y . h / 2 )  *)
(p,e-(((b+pZ)2/3+((b+pZ)2/2(-3+pZ)2/2)/2) )
I(p,e + ((b + pZ)^/2)*)
0(P) b € z ■»
b p  0 (p) 
P = 2(3)
(p,02 - ((b + pZ)^/2)*)0 + (b + pZ)2/2)
(p,0 + ((b + pZ)l/2)*)
0 (p) Ib / Z
b p  0?p)
(p,e + b)
0 (p) a £ z
P  0?p)
(p,0 )(p,0 + ((a + pZ)^/2)*)
1/2V *,(p,0 - ((a + p Z ) ) 
(p,0 )(p,©2 - a)0(p) ja / Z
a p 0?p)
b p  0 (p) 
d a 0 (p) 
q a 0 (p)
(p,02 + ©1 - (a/3)*)2 (p,02 + 0  ^ -(4a/3)*)
bd p  0 (p) 
q = 0 (p)
(p, 0 - (3b/2a)*)2(p, 0 + (3b/a)*)
q e Z 2
d a ofp) 
abq p 0 (p)
(P,8l - (9b(q + pZ)^/2/(2a + pZ))*) 
(p,01 + (9b(q + pZ)^/2/(2a + pZ)) ) 
(P,8l)
q X Z 2
d a oXp) 
abq p  0 (p)
(P,@l)(P,®i^ - 3aq)
abdq p  0 (p) Depende de la descomposici&i en Zp[x] 
de Irr(0,Q) = x^ - ax + b.
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CAPITULO III. CUERPOS DE NUMEROS CUBICOS CICLICOS.
3.A. Discriminante de un cuerpo 
cübico ciclico. Algoritmo de 
construcciôn de todos los 
cuerpos cübicos ciclicos de 
discriminante dado.
3.B. Tabla de unidades 
fundamentales.
3.C. Anal isis de la tabla de 
unidades fundamentales.
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c a p i t u l o  TTI; CUERPOS DE NUMEROS CUBICOS CICLICOS
Este Capitulo centra su estudio en los cuerpos de numéros 
cübicos ciclicos. En concreto, el estudio que realizamos para 
K cübico ciclico viene recogido en los siguientes puntos :
1) Discriminante de K.
2) Algoritmo de construcciôn de todos los cuerpos 
cübicos ciclicos de discriminante dado.
3) Tabla de unidades fundamentales .
4) Anâlisis de dicha tabla, que nos permite obtener 
un sistema fundamental de unidades para très 
families infinites de cuerpos cübicos ciclicos U, 
V y w. Dicho sistema de unidades fundamentales es 
obtenido en términos de los coeficientes de un 
polinomio definiciôn del cuerpo cübico ciclico en 
cuestiôn.
5) Teorema sobre la paridad del nümero de clase para 
los cuerpos cübicos ciclicos pertenecientes a las 
families V y W anteriores.
6) Comportamiento del nümero de clase cuando el 
discriminante converge hacia +« para cuerpos 
cübicos ciclicos de la familia V y para los de la 
familia W.
En los puntos 1), 2) y 3) utilizaremos nuestros
resultados del Capitulo I y en el punto 5) los del Capitulo 
II.
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3.A. DISCRIMINANTE DE UN CUERPO DE NUMEROS CUBICO CICLICO.
ALGORITMO DE CONSTRUCCION DE TODOS LOS CUERPOS 
CUBICOS CICLICOS DE DISCRMINANTE DADO.
El discriminante de un cuerpo de numéros dado es un 
invariante de gran importancia. Contiens entre sus factores 
primos a todos los que son ramificados. También nos permite 
conocer el indice de un elemento dado y ya hemos visto la 
importancia que ello tiene al estudiar la descomposiciôn en R 
de un primo de Z. Otra aplicaciôn del discriminante es la 
identificaciôn de bases enteras.
En el Capitulo I hemos obtenido el discriminante de un 
cuerpo de numéros cübico en términos exclusivamente de los 
coeficientes de un polinomio definiciôn del mismo.
En este apartado A de este tercer Capitulo vamos a 
estudiar, en primer lugar, cômo tiene que ser el 
discriminante de un cuerpo de nümeros cübico ciclico. Y, en 
segundo lugar, vamos a encontrar todos los cuerpos cübicos 
ciclicos de discriminante dado, obteniendo para cada uno de 
ellos un polinomio definiciôn.
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El conocer a priori el discriminante lo vamos a utilizar, 
en el apartado B, como criterio de identif icaciôn de bases 
enteras.
Suponemos conocido que si K es un cuerpo de numéros 
cübico ciclico entonces su discriminante es un cuadrado 
D = p2 (véase [L] , paginas 237-238). Nuestro propôsito es 
demostrar que p es, necesariamente, de la forma 
P = 3^ p^ Pp, & £ ( 0, 2 X  Pi = 1 (3) primo para
1 < i < r y distintos dos a dos.
En el Capitulo I hemos dado Vq(D) (maxima potencia de q 
que divide a D ) , para cada q primo, en términos 
exclusivamente de los coeficientes de un polinomio definiciôn 
de K. En virtud de dichos resultados, en el caso K cuerpo de 
nümeros cübico ciclico de discriminante D = p2 podemos 
afirmar que v^ (D) e (0,4) y v,^(D) £ (0,2) para t / 3 primo.
Demostraremos, por reducciôn al absurdo, que para t primo, 
t a 2(3) entonces v^(D) p  2. De donde p es, necesariamente, 
de la forma p = 3"^  pj^  ... p^, i £ { 0, 2 ), p a 1 ( 3 ) primo 
para 1 < i < r y distintos dos a dos.
Enunciamos este resultado y detallamos su demostraciôn 
en la siguiente proposiciôn 3.1.
Proposiciôn 3.1. : Sea K cübico ciclico. El discriminante de
K es, necesariamente, de la forma p2 siendo p = 3"^  p^ . p^ 
5 e ( 0 , 2 ), p j ^ a i ( 3 )  primo para 1 < i < r y distintos
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dos a dos.
Demostraciôn: De los resultados obtenidos en el Capitulo I
sobre bases minimales y discriminante para un cuerpo cübico
se deduce que :
Vg (D) € { 0,2,3 ),
V3 (D) c { 0 ,1,3,4,5 ),
(D) e { 0,1,2 ) para t > 3 primo.
Por ser K cübico ciclico su discriminante es un cuadrado.
Por consiguiente :
V2 (D) € { 0,2 ),
V3 (D) e ( 0,4 ),
(D) € { 0,2 ) para t > 3 primo.
Ademâs, V 2 (D) = 2 sii 1 < Vg (b) < V2 (a) y para t > 3
primo, (D) » 2 sii 1 < (b) < (a).
Veamos, en primer lugar, que Vg (D) = 2 no puede darse. En
efecto, supongamos V 2 (D) = 2. Entonces, 1 < V 2 (b) < V 2 (a) .
Ahora bien, 4 a^ - 27 b^ = d^ y V2 (b) = V 2 (d) . Dividimos
ambos miembros de dicha igualdad entre:
2Vg(b)
2 resultando
2V2 (b) V2 (b) VgCb)
{ A a ? ) / 2 - 27 (b/2 )2 = (d/2 )2
Pero, 2 + 3V2 (a) > 2 + 3vg (b) = (2 + V2 (b) ) + 2V 2 (b) y como
2 + Vg(b) > 3 entonces
Por otro lado:
3 2V2(b)
(4a^)/2 »  0 (8).
V 2 (b) V 2 (b)
b/2 y d/2
son congruentes con 1, 3, 5 ô 7 môdulo 8 ; luego su cuadrado
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es congruente con 1 môdulo 8 . Y se tendria -27 s l (8),
absurdo. Por consiguiente, VjCD) = 0.
Tendremos demostrada la proposiciôn si vemos que, para t > 3
primo verificando v^(D) = 2, entonces t » 1 (3). Supongamos
t a 2 (3). Necesariamente, 1 < v,^(b) < v^(a). Y como
4a^ - 27b2 = d^ entonces v^(b) = v^(d) . Dividimos ambos
miembros de dicha igualdad entre
2v^(b) 
t resultando
2v^(b) vt(b) vt(b)
(4a^)/t - 27(b/t )2 = (d/t )2
Ahora bien, 3v^(a) > 3v^(b) = 2v^(b) + v^(b) siendo
v^(b) > 0. Luego 
3 2v^(b)
(4a )/t 3 0 (t) y -27 es un cuadrado en Z^. Ahora bien,
-27 e Z^2 <==> -3 e Z^2;
t > 3 primo, t a 2(3) ==> t ■ 1(4) ==> -1 € Z^^, 3 / ==:
==•> -27 X Z^^. Absurdo.
ô t ■ 3(4) ==> -1 X Z ^ , 3 c Z ^  ==>
==> -27 X Absurdo.
c.q.d.
Nuestro propôsito ahora es dar un algoritmo de 
construcciôn de todos los cuerpos cübicos ciclicos de 
discriminante dado. Vamos a obtener un sencillo polinomio 
definiciôn de K cuerpo de nümeros cübico ciclico; con este 
polinomio trabajaremos en los prôximos apartados 3.B. y 3.C.
En el capitulo I hemos estudiado el discriminante D de K
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cuerpo de numéros cübico en términos de los coeficientes a y 
b de un polinomio - ax + b definiciôn de K. El camino que 
vamos a recorrer ahora es el inverso. Dado K cuerpo de 
nümeros cübico ciclico de discriminante D = ,
(p = 3*pi ... pj., 5 e { 0 , 2 ), p^ 3 1 (3) primo para
1 < i < r y distintos dos a dos), i cômo podemos tomar a y b
para c[ue x^ - ax + b defina a K ?.
En principio, podemos tomar a < 3p, b > 0 y suponer que 
no existe ningün primo t tal que t^ | b y t^ | a; esto lo 
justificaremos con el lema 3.2.
Supongamos, por ejemplo, 6 = 0  (el caso 6 = 2 se razona 
de forma anâloga) . Para 1 < i < r, Vpj^(D) = 2, siendo pj^  > 3
primo, y ello équivale a 1 < Vp ^ (b ) < Vp^(a) (véase
proposiciones 1.28. a 1.34.) . Luego p | a y como a < 3p 
entonces a = p, a= 2p ô a = 3p. Necesariamente, p | | b (p
divide a b y p^ no divide a b) . Lo que vamos a demostrar, en
la proposiciôn 3.3., es que tomando a = p, b = pq siendo
4p - 27q^ £ , (p,q) = 1, q £ Z^ obtenemos todos los cuerpo
de nümeros cübicos ciclicos de discriminante p^. Ademàs, si 
tomamos q' / q en las hipôtesis anteriores, x^ - px + pq y 
x^ - px + pq' definen cuerpos cübicos ciclicos distintos. La 
demostraciôn de nuestra proposiciôn 3.3. descansa en el 
conocimiento del entero obtenido en nuestro Capitulo I.
Vamos a suponer conocida la correspondencia biyectiva 
que a cada cuerpo de nümeros cübico ciclico de discriminante
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p le hace corresponder un ünico par (r,q) c Z verificando
p = (r^ + 27q^)/4 siendo q > 0 y r s 1(3) si p « 1(3) y
r = 3r ' con r' = 1(3), q ^  0(3) si p s 0(3) (véase [Gl]).
Ademas, el cuerpo de numéros K cübico ciclico que se le
asocia al par (r,q) es K = Q(a) con:
Irr(a,Q) = + ((l - p) / 3)x - (p(3 + r) -1 )/ 27 si 3
es no ramificado en K, e
Irr(a,Q) = x^ - (p / 3)x - (rp) / 27 si 3 es ramificado en K.
Lema 3.2.: Un cuerpo de numéros cübico real de discriminante 
D y sus conjugados son generados por los ceros de un 
polinomio f(x) = x^ - ax + b donde a < 3 b > 0; se
puede, ademàs suponer que no existe un primo t tal cjue t^ | b 
y t^ I a,
Demostraciôn: H.J. Godwin [Go] demuestra que un cuerpo de
numéros K cübico real de discriminante D y sus conjugados son 
generados por los ceros de un polinomio f(x) = 
x^ - dx^ + ex - f donde
d^ - 3e < D^/Z, 
d < 3 + 20^/2, 
f < (9ed - 2<3?)/21.
Si efectuamos el cambio x --- > x + d/3 tendremos
x^ - (d^ - 3e)/3 X + (9ed - 2d^ - 27f)/27. Las ralces de este 
polinomio son elementos primitivos de K y sus conjugados. 
Multiplicando por 27 con el fin de que los coeficiente estén 
en Z y haciendo el cambio y = 3x, nos queda :
y^ - (d^ - 3e)3 y + (9ed - 2d^ - 27f). También las ralces de
este polinomio son elementos primitivos de K y sus
118
conjugados. Ademàs: a = (d^ - 3e) 3 < 30^'^^,
b - 9ed - 2d^ - 27f > 0.
Poderoos también suponer que suponer que no existe un primo t
tal que t^ ( b y t^ | a. De lo contrario, el polinomio
x^ - ax + b se sustituye por x^ - a / p^ x + b / p ^ .
c.q.d.
Proposiciôn 3.3.: Sea K cuerpo de nümeros cübico ciclico de 
discriminante p^ entonces existe un ünico q e Z'*' - (0), (p,q) 
= 1 tal que K = Q(®), Irr(0,Q) - x^ - p x +  pq.
Demostraciôn: Al cuerpo de nümeros K cübico ciclico de
discriminante p^ le hacemos corresponder, de forma ünica, el
par (r,q) verificando p = (r^ + 27q^)/4 siendo q > 0 y r ■ 
1(3) si p ■ 1(3) y r = 3r' con r' a 1(3), q ^  0(3) si
p 3 0(3) (véase [Gl]).
A partir del par (p,q) vamos a définir un cuerpo de nümeros 
cübico ciclico L de discriminante p^ que veremos que coincide 
con K.
Sea f(x) = x ^ - p x +  pq; f es irreducible sobre Q. En efecto, 
de la condiciôn 4p - 27q^ = r^, y teniendo en cuenta que 
p =■ 3*Pi ... p^. S e  { 0, 2 ), Pi = 1 (3) primo para
1 < i < r y distintos dos a dos se deduce que (p,q) » 1. En 
efecto, si 6 = 0 entonces (p,q) = 1 , pues de lo contrario p 
no séria libre de cuadrados; y si 6 = 2 entonces 9 es el 
ünico posible factor comün de p y q, pero en este caso 
r = 3r' con r ' » 1(3), q ÿ* 0(3). Luego, en cualquier caso.
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(p,q) = 1. Por tanto, cualquier p^ divisor primo de p
verifies que divide a todos los coeficientes de f(x) salvo al 
coeficiente principal y su cuadrado no divide al término 
independiente. Por el criterio de Eisenstein, f(x) es 
irreducible sobre Q. Si 9 es una raiz de f(x) entonces 
L = Q(0) es un cuerpo de numéros cübico.
Sea D' el discriminante de L. Para 1 < i < r, Vpi(D') = 2
(proposiciôn 1.28.). Si 3 / p entonces V](D') = 0
(proposiciôn 1.12.) y si 3 | p entonces V](D') = 4
(proposiciôn 1.7.). Se tiene que Vg(D') = 0 (proposiciones
1.18., 1.20., 1.22. y 1.25.). Y, por ültimo, para t > 3
primo, t / pj^ , 1 < i < r, se tiene v^(D') = 0 (proposiciones
1.29., 1.30., 1.31. y 1.33.). Por tanto, el discriminante de 
L es D' = p^ .
Por otro lado, 91 = (4p - 9q0 - 69^)/(4p - 27q^) es un
entero algebraico de L (véase el lema 1.2.). Luego L » Q (91). 
Ademàs, Irr (91,Q) = x^ - 3px - p(4p - 27q^)^/^.
Vamos a demostrar que K = Q(91), con lo que tendremos 
demostrado que K = Q(9) con Irr(9,Q) ** x^ - px + pq.
Sabemos que, por ser K el cuerpo cübico ciclico asociado al 
par (r,q) entonces K = Q(a) con:
Irr(a,Q) = x^ + x^ + ((l - p ) /  3)x - (p(3 + r) -1 )/ 27 si 3 
es no ramificado en K, e
Irr(a,Q) « x^ - (p / 3)x - (rp) / 27 si 3 es ramificado en K. 
En la demostraciôn del lema 3.2. vemos que si x^ - dx^ + ex - 
f es un polinomio definiciôn de un cuerpo cübico entonces x^ 
- 3 (d^ - 3e)X + (9ed - 2d^ - 27f) es un polinomio definiciôn 
del mismo cuerpo cübico. En nuestro caso:
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si 3 es no ramificado en K, tenemos d = - l ,  e = ( l - p ) / 3 ,  
f  =  (p(3 + r) -1 ) /  27 y  entonces 3(d^ -  3e) =  3p;
(9ed - 2d^ - 27f) = -pr = -p(4p - 27q^)^/^. Luego
- 3px - p(4p - 27q^)^/^ es un polinomio definiciôn d e  
K y  K = Q(91) .
si 3 es ramificado en K, tenemos d = 0, e = - p /  3,
f = rp / 27 y entonces 3(d^ - 3e) = 3p;
(9ed - 2d^ - 27f) = -pr = -p ( 4p - 27q^)^/^. Luego
también en este caso x^ - 3px - p(4p - 27q^)^/^ es un 
polinomio definiciôn de K y K = Q (91).
c.q.d,
Por tanto, en virtud de la proposiciôn 3.3, para obtener 
todos los cuerpos cübicos cielicos de discriminante p ^ , 
evitando repeticiones, tenemos que encontrar todos los q e Z"*" 
taies que (p,q) = 1 y 4p - 27q^ e Z^. En cada caso, K = Q(9) 
con 9^ - p9 + pq = 0 es ciclico de discriminante p^, y todos 
son obtenidos asi.
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3.B. TABLA DE UNIPAPES FUNDAMENTALES.
Nuestro objetivo en este segundo apartado de este tercer 
Capitulo es deducir del teorema de Godwin [Gol] un método de 
obtenciôn de sistemas de unidades fundamentales en cuerpos de 
numéros cübicos cielicos. Como un cuerpo de nümeros K cübico 
ciclico està contenido en el cuerpo de los nümeros reales, 
las raices de la unidad en K son ±1. Luego, por el teorema de 
las unidades de Dirichlet, tendremos perfectamente 
determinado el grupo de unidades de R anillo de enteros de K 
si damos un sistema fundamental de unidades de K que, en este 
caso, tiene rango r + s - l = 2 .  Si (^1,^2 ) un sistema
fundamental de unidades de K toda unidad u de R es de la 
forma u = con v,w e Z.
El método de obtenciôn de sistemas fundamentales que 
deducimos lo aplicaremos a la construcciôn de una tabla de 
unidades fundamentales para los cuerpos cübicos ciclicos de 
discriminante p^ menor que 16-10®.
En 1960, H.J. Godwin [Gol] da una conjetura sobre las 
unidades de cuerpos cübicos totalmente reales. Para K cuerpo 
cübico totalmente real define S (a) = (1/2) [(a - a')^ -h ( a - 
-a'')^ +  ( a' - a'')2] para a € R - ( 0 ). E dénota al grupo de 
las unidades de norma uno de K. H.J. Godwin anuncia la 
siguiente conjetura ; sea e E - { 1 ) tal que S(n) sea
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minimo, y sea T € E - { n ^ : n e Z )  tal que S(r) sea 
minima; entonces, si S(m) > 9, ( , T ) forma un sistema
fundamental de unidades de K. En 1980, M.N. Gras [G3] 
demuestra dicha conjetura en el caso particular de K cübico 
ciclico. Ennola Veikko [Ve] prueba recientemente la conjetura 
de Godwin salvo, a lo sumo, un nümero finito de casos que 
pueden ser listados explicitamente de la demostraciôn.
Vamos a realizar dos observaciones de gran interés:
1) Es la primera vez que el teorema de Godwin es 
estudiado hasta conseguir deducir un algoritmo de calcule de 
unidades fundamentales.
2) Ninguna de las tablas conocidas hasta el momento ha 
permitido sacar consecuencias. No ocurre esto con la nuestra, 
como veremos en el apartado 3C.
Con el fin de hacer computable el teorema de Godwin, 
efectuamos a continuaciôn un estudio detallado de la ya 
definida funciôn S. En lo suces ivo, K va a denotar a un 
cuerpo cübico ciclico de discriminante p^. Por tanto, por el 
estudio realizado en el apartado 3.A., p = 3®p^...p^ siendo 
6 e (0,2), Pi 3 1 (3) primo, 1 < i < r, y distintos dos a
dos. Ademàs, K = Q(9) con Irr(9,Q) = - px + pq,
q e Z"*" - { 0 }, (p,q) = 1. Conocemos, pues, un polinomio
def iniciôn de K y su discriminante. El conocimiento del 
discriminante de K lo vamos a utilizar a continuaciôn como 
criterio de identificaciôn de bases enteras.
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Obvlamente, 4p - 27q^ e Z^. Supongamos q impar. Entonces, 
m = [(4p - 27q^)^/^ - 3 ]/2 £ Z. En el caso q par, m / Z .
Veremos al final de este apartado como tenemos que modificar 
la definiciôn de m en el caso q par para conseguir un estudio 
paralelo al que vamos a efectuar en el caso q impar.
Por el lema 1.2., y siguiendo la notaciôn prefijada en el 
Capitulo I, se tiene que 0^ = (4p - 9q0 - 60^)/(4p - 27q^)^/^ 
£ R. Veamos ahora que f f = ( m  + 0 j ^ ) / 3 £ R .
Lema 3.4.: En las condiciones anteriores:
(i) a = ( m + 0 i ) / 3 £ R .
(ii) disc(a) = p^q^.
Demostraciôn ; Por el lema 1.3., a e R sii se satisface el 
siguiente sistema de congruencias :
-3m ■ 0 (3).
-3p + 3m^ s 0 (9).
-m^ - p(4p - 27q^)^/^ + 3pm = 0 (27).
Ahora bien, teniendo en cuenta la definiciôn de m, se tiene ;
m^ = [ 4p - 27q2 + 9 - 6  (4p - 27q^)^/^]/4.
m^ = [ (4p - 27q2 + 27) (4p - 27q^)V2 _ g(4p _ 27q^) - 27]/8
Razonamos ya sobre el sistema de congruencias. La primera
congruencia se verifies trivialmente. La segunda congruencia 
équivale a m^ - p » 0 (3). Pero,
m2 - p =  [-27q2 + 9 - 6(4p - 27q^) / 4 = 0 (3) .
En cuanto a la tercera congruencia,
-m2 - p(4p - 27q2)V2 + 2 p m = [ (27q^ - 27) (4p - 27q2)V2_
-q2j- t j/d a 0 (27);
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luego también se verifica. Queda, pues demostrado el apartado
(i) . Por otro lado, dise(8 g^) = 3®p2q^, luego disc(a) = p2q2 .
c.q.d.
Con el fin de obtener una base entera de K, aplicaremos 
el teorema de Harvey - Cohn [HC2, th. 9.28 ] a la Q-base de 
enteros { 1,0 ,0^ ). Tenemos que minimizar dicha base en los 
primos divisores de q.
Lema 3.5. : (Sq + a)/q / R para Sq e ( 0,l,...,q - 1 }.
Demostraciôn ; Si fuera ( Sq + a ) / q e R con
Sq e (0,1,... ,q-l) por el lema 1.3., tomando A = 3s q + m, 
B = 0, r = 3q, se verificaria (3s q + m) * 0 (q) y
-p + (3Sq + m)2 a 0 (q2) . Luego, p a 0 (q^), absurdo pues
(p,q) = 1.
c.q.d.
Podemos, pues, concluir que existen Sq, s^ e (0,...,q-l) 
taies que (l,a,(SQ + s^o + o^)/<i) es una base entera de R 
anillo de enteros de K. De momento, no nos preocupamos de 
obtener Sq, Sj^ . Tras el estudio de la funciôn S de Godwin, 
obtendremos informaciôn sobre ellos.
Antes de dar el teorema principal de este apartado, vamos 
a dar un lema, el lema 3.6., con el que se demuestran ciertas 
congruencias que seràn de gran utilidad al calculer la norma 
de un elemento de K. El lema 3.7. es un lema técnico de gran 
interés tanto a la hora de determiner si un elemento es o no
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de R, como a la hora de calculer para un elemento de R su 
norma, su traza o la suma del producto de cada dos de sus 
conjugados.
Lema 3.6. ; Sea K cübico ciclico de discriminante p^ ; K=Q(0)
con Irr(0,Q) = - px + pq y suponemos q impar. Se verifican
las siguientes congruencias :
(a) (d + m2)/3 - pm * 0 (9) .
(b) (2dm - m^)/3 - p^ ■ o (9).
siendo ra = [ (4p - 27q^)^/^ - 3 ] / 2, d = p(4p - 27q^)2/2 , 
Demostraciôn : Veamos, en primer lugar, que los primeros
miembros de ambas congruencias son de Z. En efecto, 
d = p(4p - 2 7 q 2 ) .
m = 0(3) ==> (4p - 27q2)-/2 = 2m + 3 « 0(3) ==> d + r n ^ m  0(3)
m 3 1(3) ==> (4p - 27q^)^/2 = 2m + 3 a 2(3) ==> d + r n ^ m  0(3)
m a 2(3) ==> (4p - 27q2) V 2 * 2m + 3 a 1(3) ==> d + rn^a 0(3)
Luego (d + m^)/] - pm e Z. Y como 2d - m^ a -d - m^ (3) a
a 0(3), también (2dm - m'*)/3 - p2 e Z.
Teniendo en cuenta la definiciôn de m, se tiene :
m2 = [(4p - 27q2 + 9) - 6 (4p - 27q2)^/2]/4.
m2 = [(4p - 27q2 + 27) (4p - 27q2) V 2  _ g(4p _ 27q^) -
- 27] / 8 .
m"* = [(16p2 - 22 32pq2 + 2  ^ 32p - 2 3®q2 + 3®q* + 3^) +
+(-48p + 4 3* q2 - 4 32) (4p - 27 . Sustituyendo y
haciendo operaciones :
(d + m2)/3 - pm = [9(1 - q2) (4p - 27q^) V 2  + 9(9q2 -
- 1)]/8 a G (9).
(2dm - m'*)/3 - p 2 =  [-72pq2 - 72 p + 2 3®q2 - 3®q^ - 32
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- 4-32q2(4p - 27q2)1/2 + 4 . 3^(4p -
- 27q2)l/2] / 2^ a 0 (9).
C.q.d.
V  ■ . /
Le^g__l*ililt-Sean A, B, C, r elementos arbitrarios de Z. Son
x r  \équivalentes.^ '
(i) (A + B 0 j^ + C 0i2)/r e R.
(ii) -3A - 6pC = 0 (r).
9p2c2 - 3p b 2 + 3a 2 + 12pAC - 3dBC = 0(r2) .
3pdBc2 - epA^C - da2 - A^ + 3dABC - d^C^ + 3pAB^ -
- Sp^AC^ m  0 (r^)
(siguiendo la notaciôn prefijada,
®1 =■ (4p - 9q0 - 602)/(4p - 27q2)l/2)^ 
Demostraciôn : Es una aplicaciôn inmediata del lema 1.1.
Enunciamos y demostramos a continuaciôn el teorema
principal de este apartado. Este teorema es un minucioso 
estudio de la funciôn S de Godwin que permite, ademàs,
calculer una base entera de R en termines de p y de q. Este
teorema estudia el caso q impar. El teorema 3.13 es un 
teorema anàlogo para el caso q par.
Teorema 3.8. ; Sea K cübico ciclico de discriminante p ^ .
K = Q(0), Irr(0,Q) = - px + pq y supongamos q impar. Sea
S(a) = (1/2) [(Q - û*)2 + (a - a " ) ^  + (a'* - a')2] definida
para a c K. Entonces ;
(i) S(q) e p z'*’, para todo a e R.
(ii) 4 (S (a)/p) = [ 2u + ((2m + 1 + 2Sj^)/q) v] ^  + 3v^
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siendo a = t + u(j + v ((Sq + s^ cj + o ^ ) / q ) con 
t, u,v e Z.
(iii) ( 2m + 1 + 2s^ ) / q e Z.
(iv) { 1, 0 , ( Sq + Sj^  a + j / q j eg base entera de 
K, siendo s^ el ünico elemento de { 0, 1,..., q-1 ) 
tal que 2ra + 1 + Zs^ = 0 (q).
Si 3 / q, Sq es el ünico elemento de (0, l,...,q-l) 
tal que 9 SQ + 3 s^ m + m^ + 2p = 0 (q).
Si 3 I q pero 9 /  q (o sea, V](q) = 1), entonces 
para m s 1(3) es Sq = -1 + 3tQ siendo tQ ünico tal
que 3 tQ + tj^  m + ( ( m^ + 2p) / 3 -3) / 3 = 0 (q/3) ;
para m a 2(3) es Sq = 3tQ siendo tQ ünico tal que
3 tQ + ti m + (( m2 + 2p) / 3 - m ) / 3 = 0  (q/3) .
Y, en general, si r = VQ(q) > 1 entonces en primer 
lugar minimizamos en 3 la base {l,a,o2) para de 
este modo obtener Sq a partir de tQ soluciân ünica 
de una congruencia môdulo q / 3^.
( o = (m + 8i) / 3 , m = [ (4p - 27q2)l/2 - 3 ] / 2). 
Demostraciôn : (i) Obviamente, S(a) e Z ya que S(a) = 
= Tr^Q(a2) - ( a û' + a' a'' + a a*') e Z
a e R ===> a = t + u a  + v ((Sq + S j^ o + a2)/q) ;
t, u, v e  Z; Sq , S j^ c ( 0, l,...,q-l ).
Asi, S(a) = S ( (( q u + s^ V ) o + v a 2  ) / q ) .  Por notaciôn, 
sea p  =  ( ( q u  + Sj^v) o + v a 2 )  / q. Por ser <7 = (m + B-^)/3 
y 0J^2 = 3p0i + p (4p - 27q2)l/2, se tiene que 
g2 = ( A + B 0]^  + C 0j^ 2 ) / p 4  q2) siendo
A = (3 (qu + s^v) m + vm^) 2 + 2 (3 (qu + s^v) + 2mv)vd.
C = (3 (qu + s^vj + 2mv)2 + 3pv2 + 2v(3(qu + Sj^v)m + m2v) .
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Como la traza de es cero y la de es 6p entonces
Tr^g(/î2) = (A + 2pC)/(32 qf).
Por otro lado, aplicando el lema 3.7. ,
/î/9' + 0 0' ' + 0 ' 0 ' ' » (3p2v 2 - (3 (qu + s^v) + 2mv) 2p + (3 (qu +
+ s^v) m + vm2)2 + 4p ( 3m (qu + s^v) +
+ vm2)v - d v (3(qu + s^v) + 2mv))/(27q2),
Por tanto, S (a) = S(/9) = Tr^g(^2) _ (pp, + pg'' + ') =
= (p(4p - 27q2)l/2v(3(qu + s^v) + 2mv) + p(3(qu + s^v) +
+ 2mv)2 + p2v2) / (9q2).
Si (p,3) = 1 como también (p,q) = 1 y S(a) c Z"*" entonces S (a)
pertenece a pZ'*’. 
si (p,3) = 3 entonces m = (( 4p - 27q2)1/^ - 3)/2 = 0 (3), y
el numerador de S (a) es un multiple de 9p. Por
ser S(q ) € z "*" y (p,q) = 1, se tiene que S (a)
pertenece a pZ*.
(ii) Dividiendo entre p la expresiôn de S (a) obtenida en el 
apartado anterior y efectuando las simplificaciones adecuadas
S(û)/p = u2 + ( ( 8m2 + (6 + 18s^) m + 9s^ + p +
+ 9Sj^ 2 )/(9q2j j^2 + ( (2m + 1 + 2Sj^)/q)uv = u2 +
+ ey2 + fuv (por notaciôn); 
forma cuadràtica en u y en v pertenecientes a Z con
coeficientes también en Z. Su discriminante es -3. En efecto, 
f2 - 4e = ((2m + 3)2 - 4p)/(9q2) = (-27q2)/(9q2) = -3 .
Luego 4(S(a)/p) = (2u + ( (2m + 1 + 2sj^)/q)v)2 + 3^2
(iii) y (iv) Como 4(S(a)/p) e Z, para todo u,v e Z, en 
particular, tomando u = 0 ,v =* 1 se tiene que (2m + 1 + 2s3)/q
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pertenece a Z. Por tanto, es el ünico elemento
perteneciente a { 0 ,1 ,...,q-l ) tal que 2m + 1 + 23^ = 0 (q); 
por ser q impar s^ existe y es ünico.
Si 3 / q, imponiendo la condiciôn Tr^g((Sg + s^ a + a2)/q) e
Z y teniendo en cuenta que la traza de a es m y la de es
(m2 + 2p)/3 , se tiene que Sq es el ünico elemento de
{ 0, 1, . . . , q-l ) tal que 9Sq + 333m + m^ + 2p ■ 0 (q) . El 
caso 3 I q debe ser considerado aparté, ya que en este caso 
la ültima congruencia no tiene soluciôn ünica.
Si 3 I q entonces Vg(p) = 0, luego Vg(m) = 0.
Si m 3 1(3)
entonces, por el lema 3.7. y teniendo en cuenta la 
definiciôn de m, (a^ - 1) / 3 e R. Luego existen tg, t^ e 
(0,1,...,q/3 - 1) taies que (tg + t^a + (o^ - l)/3)/(q/3) 
e R. Imponiendo que la traza de dicho elemento esté en Z,
nos queda 3 tg + t^ m + (( m^ + 2p) / 3 -3)/3 » 0 (q/3).
Si 9 / q entonces tg es ünico môdulo q / 3  verificando 
esta congruencia. Y Sg = 3tg - 1.
Si m 3 2(3)
entonces, por el lema 3.7. y teniendo en cuenta la 
definiciôn de m, (a^ - a) / 3 c R. Luego existen tg, t^ e 
(0,1,...,q/3 - 1) taies que (tg + t^a + (o^ - a)/3)/(q/3) 
e R. Imponiendo que la traza de dicho elemento esté en Z, 
nos queda 3 tg + t^ m + (( m^ + 2p) / 3 -m)/3 » 0 (q/3). 
Si 9 / q entonces tg es ünico môdulo q / 3  verificando 
esta congruencia. Y Sg = 3tg.
En general, si r = Vg(q) > l entonces en primer lugar 
minimizamos en 3 la base (l,a,a2) para de este modo
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obtener S q a partir de tg soluciôn ünica de una 
congruencia môdulo q / 3^.
c.q.d.
En el primer paso del teorema de Godwin para encontrar un 
par de unidades fundamentales, en el caso de un cuerpo cübico 
totalmente real, hay que minimizar S en el con junto de las 
unidades de R distintas de ± 1. Necesitamos, pues, imponer la 
condiciôn norma de un elemento de R igual a ± 1. Dicha
condiciôn es estudiada en la siguiente proposiciôn.
Proposiciôn 3.9. : Sea K cübico ciclico de discriminante p2.
K = Q(0), Irr(e,Q) = - px + pq y supongamos q impar. Sean
s, e, c € Z. La condiciôn N^q((s + ea + c a ^ ) / q ) = ± 1
équivale a :
-s^ -
-s2(em + c((m2 + 2p)/3)) +
+s(c2 (((2dm - m^)/3 - p2)/9) + e^ ( (p - m^)/]) + ec( (d -
- 2m2)/9))+
+(-c^((((d + m2)/3 - pm)/9)2) - e ^ (((d + m^)/3 - pm)/9) +
+ec2(((d + m ^ ) / 2  - pm)/9) ((p - m2)/3) - e2c(((d + m2)/3 -
- pm)/9)m ± q2) = 0 .
( g = (m + 8]^ ) / 3 , m =» [ (4p - 27q2)V2 - 3 ] / 2) .
Demostraciôn ; Imponer la condiciôn N^g((s + eo + c a ^ ) / q ) = 
= ± 1 équivale a igualar a ± 3®q2 el primer miembro de la 
tercera congruencia del lema 3.7., tomando A = 9s + 3em + 
+ cm2, B = 3e + 2cm, C = c y r = 9q. Ahora bien, utilizando 
las congruencias del lema 3.6. , dividimos ambos miembros de
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dicha igualdad entre 3®, resultando la condiciôn dada en el 
enunciado de la proposiciôn.
c.q.d.
Por tanto, imponer la condiciôn N^q((s + e a  + c a ^ ) / q ) = ± 1 
una vez que tengamos fijados e,c équivale a estudiar la 
existencia de una raiz en Z del polinomio P(s) c Z [x] que 
hemos enunciado en la proposiciôn anterior. Para la obtenciôn 
de las raices en Z del polinomio P(s), utilizamos el método 
aproximado de Newton o de las tangentes para obtener, en 
primer lugar, sus raices reales. A continuaciôn, tomamos el 
entero mas prôximo a cada una de las ralces reales y vemos si 
es o no raiz de P(s).
Una vez obtenida una unidad fundamental a^ aplicando el 
teorema de Godwin, la segunda unidad fundamental se obtiene 
minimizando S en el conjunto de las unidades de R distintas 
de ± a^" , n e  Z. En nuestro caso, K es cübico ciclico; por 
tanto, 02 = ' (conjugado de a^) es una unidad de R. Veamos
a continuaciôn que 02 - Asi, como S (a^^' ) =
= S(aj^), entonces {0 3 ,0 3 ') un sistema fundamental de 
unidades de K.
Proposiciôn 3.10.: Sea K cübico ciclico. Sea u una unidad de 
R, u / ± 1 . Si u' es un conjugado de u entonces u'/ ± u^ con 
r e Z.
Demostraciôn : Por ser K cübico ciclico. Gai(K/Q) (grupo de 
Galois de K sobre Q) = {1, ï, ). Supongamos u' = ± con
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r e z ; entonces
5(u) = u' = ±u^, (obviamente, poderoos suponer 5(u) = u').
«2 (u) = #(±u^) = ± (± u^)^ = u''.
Pero, por ser u unidad de R, u u 'u '' = ± 1 luego uu^(u^)^ = ±1 
Y, como u / ±1, necesariamente r2 + r + 1 = 0 con r e Z, 
absurdo.
c.q.d.
Como ya hemos comentado, el caso q par tiene que ser 
considerado aparté. En este caso, la definiciôn de m c[ue 
tenemos que dar es m = (p - 2 7  (q/2 ) 2)^/2 resultando un
estudio paralelo al ya efectuado para q impar.
Lema 3.11 . : Sea K cuerpo de numéros cübico ciclico de
discriminante p2. K = Q(8 ) , Irr(9,Q) = - px + pq y
supongamos q par. Entonces:
(i) ff = ( m + 83 ) / 3 e R.
(ii) disc(a) = P^q2 .
(m = (p - 27(q/2)2)1/2^
93=(2p - 9(q/2)9 - 392)/(p - 27 (q/ 2  ) 2 ) V 2  ) _
Demostraciôn : es anàloga a la del lema 3.4.
De forma anàloga a como se demuestra en el caso q impar 
también en el caso q par existen Sq, S3 e (0 ,...,q-l) taies 
que (1 ,0 ,(Sg + 830 + a2)/q) es una base entera de R anillo de 
enteros de K. De momento, no nos preocupamos de obtener S g ,  
S3 . Tras el estudio de la funciôn S de Godwin, obtendremos 
informaciôn sobre ellos.
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También en este caso q par vamos a tener un lema, el lema
3.12., anàlogo al 3.6. y que nos serà de gran utilidad al 
estudiar la norma de un elemento de R.
Lema 3.12. : Sea K cübico ciclico de discriminante p 2 ; K=Q(e) 
con Irr(0,Q) = - px + pq y suponemos q par. Se verifican
las siguientes congruencias :
(a) (d + m2)/3 - pm ■ 0 (9).
(b) (2dm - m^)/3 - p2 ■ o (9).
siendo m = (p - 2 7 (q/2 )2)^/2  ^ ^  _ 2pm .
Demostraciôn :
(d + m2)/3 - pm = -9{ q/2)^vx s 0 (9).
(2dm - m^)/3 - p2 = -9(q/2)2(2p + 27(q/2)2) a 0(9).
c.q.d.
Y ya estâmes en condiciones de enunciar el teorema 3.13. 
que no es sino un minucioso estudio de la funciôn S de Godwin 
en el caso q par y su aplicaciôn a la determinaciôn 
definitiva de la base entera (l,o,(Sg + s^a + o^)/q).
Teorema 3.13. : Sea K cübico ciclico de discriminante p2.
K = Q(8), Irr(8,Q) = x^ - px + pq y supongamos q par. Sea
S(a) = (1/2) ((a - a')2 + (a - a'')2 + (a'' - a')2] definida 
para a e K. Entonces :
(i) S (a) e p Z'*’, para todo a c R.
(ii) 4(S(a)/p) = [ 2U + ((2m + 2Si)/q) v]2 + 3v2
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siendo a = t + u o  + v ( (Sg + s^ a + a ^ ) / q ) con 
t, u,v € Z.
(iii) ( 2m + 2s^ ) / q e Z.
(iv) ( 1, a, ( Sg + S3 a + g2 j / q ) es base entera de
K, siendo S3 igual a 1 si q = 2 y, en caso
contrario, S 3 es el ünico elemento de 
( 0 , 1,..., q-l ) tal que m + S3 * 0 (q/2) , y
(m + S3)/(q/2) ■ 1 (2).
Si 3 / q, Sg es el ünico elemento de (0, 1,— ,q-l) 
tal que 9 Sg + 3 S3 m + m^ + 2p a 0 (q).
Y, en general, si r = Vg(q) > 1 entonces en primer 
lugar minimizamos en 3 la base (l,o,a2) para de
este modo obtener Sg a partir de tg soluciôn ünica 
de una congruencia môdulo q / 3^.
( a = (m + 83) / 3 , m = (p - 27(q/2)2)V2
Demostraciôn; es totalmente paralela a la del teorema 3.8. y 
no la vamos a detallar.
La condiciôn norma de un elemento de R igual a ±1 en el 
caso q par viene estudiada en la siguiente proposiciôn 3.14., 
que es totalmente anàloga a la proposiciôn 3.9., en virtud 
bàsicamente del lema 3.12.
Proposiciôn 3.14. : Sea K cübico ciclico de discriminante p2. 
K = Q(8), Irr(8,Q) = - px + pq y supongamos q par. Sean s,
e, c c Z. La condiciôn N^q((s + ea + ca2)/q) = ± 1 équivale a
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.3
-s2(era + c ( (m2 + 2p)/3)) +
+s(c2 (((2dm - m'*)/3 - p2)/9) + e2 ( (p - m2)/3) + ec((d -
- 2m2)/9))+
+(-c^((((d + m^)/3 - pm)/9)2) - e^(((d + m^)/3 - pm)/9) +
+ec2(((d + ra^)/3 - pm)/9) ( (p - m2)/3) - e2c(((d + m^)/3 -
- pm)/9)m ± q2) = o.
( a = (m + 63) / 3 , m = (p - 27(q/2)2)V2
Despues de este minucioso estudio teôrico de la funciôn S de 
G o d w in ,  del teorema de Godwin deducimos el siguiente 
a l g o r i t m o  de càlculo de unidades fundamentales para K cübico 
ciclico:
Sea K cuerpo de nümeros cübico ciclico de discriminante 
p2 ; K = Q(0) con Irr(0,Q) = - px + pq, q e Z"*" - { 0 ). Y
suponemos, por ejemplo, q impar.
(1) Fijados (p,q) el primer paso es calcular S3 el ünico 
elemento de { 0 , 1 , . . . ,  q-l ) tal cjue 2m + 1 + 2S3 « 0 (q) . 
Si 3 / q, Sq es el ünico elemento de (0, l,...,q-l) tal 
c[ue 9 Sq + 3 S3 m + m2 + 2p a* 0 (q) .
Si 3 1 q pero 9 / q (o sea, Vg(q) = 1), entonces
para m » 1(3) es Sq = -1 + 3tg siendo tg ünico tal que
3 tg + t3 m + (( m2 + 2p) / 3 -3) / 3 3 0 (q/3);
para m ■ 2(3) es Sg = 3tg siendo tg ünico tal que 3 tg +
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m + (( m2 + 2p) / 3 - m ) / 3 « 0  (q/3) .
Y, en general, si r = Vg(q) > 1 entonces en primer lugar
minimizamos en 3 la base (l,a,a2) para de este modo obtener
Sq a partir de tg soluciôn ünica de una congruencia môdulo
q / 3^.
Computamos también el valor de m = [ (4p - 27q2)V2 _ gj y 2 , 
d = p(4p - 27q2)^/2,
(2) A continuaciôn, tomamos el primer mültiplo de 4, 
llamémosle j , que se pueda poner de la forma a2 + 3b2 con
a, b c Z. Y calculamos todos los u, v e Z taies que
j = [2u + ((2m + 1 + 2S3)/q) v]2 + 3v2.
(3) Para cada par (u, v) obtenido y a partir de los valores 
ya calculados para Sg, s^, d, m tomamos e = qu + s^v, c = v y 
sustituimos dichos valores en el primer miembro de la 
igualdad dada en el enunciado de la proposiciôn 3.9., 
obteniendo un polinomio P(s) de grado 3 en s con coeficientes 
en Z . Con el método aproximado de Newton obtenemos las raices 
reales de dicho polinomio. Tomamos el entero mâs prôximo a 
cada una de las raices reales obtenidas y vemos si es o no 
raiz de P(s) . En caso de encontrar un s e Z raiz de P(s) , 
vemos si se verifica o no la condiciôn s a SgV(q) . En caso 
afirroativo, tomamos t - (s - SgV) / q « Z y (t, u, v) dan las 
coordenadas respecto de la base ( 1 , a, ( Sg + s^ a + o2 )/q) 
de una unidad fundamental de K. Y esto se repite para cada 
par (u, V) que definen el mismo j mültiplo de 4 de la forma 
a2 + + 3b2.
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(4) En caso de no encontrar s raiz entera de P(s) verificando 
s a  S g V ( q ) ,  repetimos el paso (3) para el siguiente mültiplo 
de 4 que sea expresable en la forma a^ + ib^ con a, b e Z.
En un nümero finito de pasos el proceso termina.
(5) Finalizado el paso 4 tendremos, para cada cuerpo cübico 
ciclico asociado al par (p, q), computadas todas las unidades 
de R en las que se alcanza el minimo de 4(S(a)/p). Calculamos 
a continuaciôn la traza de cada una de ellas. Un par formado 
por dos de dichas unidades que tengan en valor absoluto la 
misma traza son, salvo un signo, conjugadas y, por el 
teorema de Godwin forman un sistema fundamental de unidades 
de K.
En el caso q par el algoritmo que obtenemos es totalmente 
similar al detallado en el caso q impar, efectuando los 
cambios adecuados segün el estudio realizado.
El teorema de Godwin ya computable es programado en 
lenguaje Fortran 77 y ejecutado en un VAX VMS. La ünica 
limitaciôn en su ejecuciôn es la precisiôn del lenguaje 
utilizado. Dicho programs tiene como entrada la raiz p del 
discriminante de K y el valor de q asociado a K . Dichos 
datos de entrada son, a su vez, datos de salida de la 
ejecuciôn de otro programa Fortran que calcula todos los 
cuerpos cübicos ciclicos de discriminante dado. Los datos de 
salida del programa principal son:
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m : m = (( 4p - 27q2)^/2 _ 2 ) / 2 en el caso q impar,
m = ( p - 27 (q/2) 2) V 2 q es par.
Sg,S3 : elementos del conjunto (0 ,1,...,q - 1 ) taies que
(1, a, (Sg + S30 + a2)/q) es base entera de K. 
(a = (m + 03)/],
83 = (4p - 9q8 - 6©2)/(4p -27q2) 1/2) .
t,u,v : coordenadas de una unidad fundamental 5 de K
respecto de la base entera anterior.
Traza(6) : traza de S.
4 (S(6)/p): valor del minimo de 4(S(6)/p) en el conjunto de 
las unidades de R distintas de ± 1.
Para cada cuerpo K la tabla obtiene todas las unidades de R 
en las que se alcanza el minimo de 4 (S (6)/p) . Se calcula la 
traza de cada una de ellas; un par formado por dos de dichas 
unidades que tengan en valor absoluto la misma traza forman 
un sistema fundamental de unidades de K.
En el posterior anàlisis de la tabla y en la obtenciôn de 
consecuencias, el haber computado todas las unidades de R en 
las que se alcanza el minimo de 4(S(a)/p) jugarà un papel 
decisive.
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En cada caso encontramos una unidad fundamental cuya traza 
coincide en valor absoluto con las tabuladas por M.N. Gras 
[G2]; dicha tabulaciôn fue completada por Godwin [Go2] en los 
casos en que la precisiôn del ordenador utilizado por Gras 
fue insuficiente.
Reproducimos a continuaciôn los datos de la tabla de unidades 
fundamentales que construimos. En el apartado 3.C. haremos 
un anàlisis de la misma.
Vamos a poner un eiemolo con el fin de faciliter la lecture 
de la tabla de unidades fundamentales.
El ünico cuerpo cübico ciclico de discriminante 19^ es K = 
Q(0), Irr(0,0) = - 19x + 19. En este caso Sg = s^ = 0, o
sea (l,a,a2) es base entera de K. El minimo de 4(S(a)/p) en 
el conjunto de las unidades de R distintas de ±1 es igual a 
4. Dicho minimo se alcanza en las siguientes unidades de R, 
de coordenadas (t,u,v) respecto de la base
C3 = ( (1,1,0), (-5,-2,1) , (-1,-3,1) ) de traza en valor
absoluto 5 .
Cg = { (0,1,0), (-4,-2,1), (-2,-3,1) ) de traza en valor
absoluto 2 .
Hemos agrupado las unidades con igual traza en valor 
absoluto. Dos unidades cualesquiera y distintas tomadas del 
mismo conjunto C 3, 1 < i < 2 , forman un sistema fundamental 
de unidades de K. En este caso, pues, hemos obtenido 6 
sistemas fundamentales de unidades de K.
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Kota :
En el teorema de Godwin hay una condiciôn adicional y es
S(u) > 'J. Dado que nosot.ros demostramos que S(a) es un
mültiplo de p, siendo p^ el discriminante del cuerpo, para 
cada a c P , los unices casos, en principio, a los que no
podemos aplicar el teorema de Godwin son p = 7, 9. Escos
casos estén dentro de la que llamaremos familia U, y el 
sistema fundamental de unidades que dames para los cuerpos 
cübicos ciclicos de esta familia es también vâlido en estos 
casos, segün demuestra Thomas [T] .
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TABLA DE UNIDADES FUNDAMENTALES DE K CUERPO CUBICO CICLICO 
DISCRIMINANTE < 16.10^
m q s i t u t r a z a ( 5 ) *  4
7 1 0 0 1 1 0 2
7 1 0 0 2 1 0 5
7 1 0 0 0 1 0 - 1 *
7 1 0 0 - 1 1 0 -4
7 1 0 0 -3 1 1 -5
7 1 0 0 0 1 1 4
7 -1 1 0 0 - 1 1 1 1 *
7 1 0 0 -2 1 1 -2
7 1 0 0 - 1 0 1 2
7 1 0 0 0 0 1 5
7 1 0 0 -2 0 1 - 1 *
7 1 0 0 -3 0 1 -4
3 û 1 0 0 -2 0 - 6
9 0 1 0 0 1 1 0 3
9 0 1 0 0 0 1 0 0*
9 0 1 0 0 -2 0 1 0*
9 0 1 0 0 0 0 1 6
9 0 1 0 0 -3 0 1 -3
9 0 1 0 0 -4 - 1 1 - 6
9 0 1 0 0 - 1 -1 1 3
9 0 1 0 0 -2 -1 1 0*
13 1 1 0 0 1 1 0 4
13 1 1 0 0 0 1 0 1 *
13 1 1 0 0 -3 - 1 1 - 1 *
13 1 1 0 0 -4 - 1 1 -4
13 1 1 0 0 - 1 -2 1 4
13 1 1 0 0 -2 -2 1 1*
19 2 1 0 0 1 1 0 5
19 2 1 0 0 0 1 0 2 *
19 2 1 0 0 —4 -2 1 - 2 *
19 2 1 0 0 - 5 -2 1 -5
19 2 1 0 0 - 1 -3 1 5
19 2 1 0 0 -2 -3 1 2 *
31 2 2 0 1 -3 0 2 1 5 *
31 2 2 0 1 1 - 6 2 1 5 *
31 2 2 0 1 -1 7 - 6 4 - 1 5 *
S(5)/p
48
48
48
*En cada caso, hay très unidades fundamentales cuyas trazas coinciden, 
salvo el signo, con las calculadas por Gras[G2]. A modo de ejemplo, 
senalamos con un * las que coinciden en los casos de esta primera pàgina 
de la tabla.
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q sp Si t t r a z a ( 4 ) 4 S ( 5 ) / p
37 4 1 0 0 1 1 0 7 4
37 4 1 0 0 0 1 0 4 4
37 4 1 0 0 -6 -4 1 -4 4
37 4 1 0 0 -7 -4 1 -7 4
37 4 1 0 0 -1 - 5 1 7 4
37 4 1 0 0 -2 -5 1 4 4
43 4 2 0 1 11 - 2 0 25 16
43 4 2 0 1 1 -4 2 25 16
43 4 2 0 1 -1 3 - 6 2 -2 5 16
61 3 0 2 2 3 3 42 108
61 3 0 2 1 3 3 39 108
61 3 0 2 - 1 - 6 ■ 3 42 106
61 3 0 2 -2 - 6 3 39 108
61 3 0 2 -40 -3 6 -3 9 108
61 3 0 2 -41 -3 6 -4 2 108
63 6 1 0 0 1 1 0 9 4
63 6 1 0 0 0 1 0 6 4
63 6 1 0 0 -8 -6 1 -6 4
63 6 1 0 0 -9 - 6 1 -9 4
63 6 1 0 0 - 1 -7 1 9 4
63 6 1 0 0 -2 -7 1 6 4
63 6 2 0 1 1 -2 0 -9 16
63 6 2 0 1 - 1 1 -6 2 -9 16
63 6 2 0 1 - 1 -8 2 9 16
67 1 3 2 0 0 3 1 20 52
67 1 3 2 0 - 9 -4 3 20 52
67 1 3 2 0 - 2 9 - 1 4 -2 0 52
73 2 3 0 2 3 2 2 49 112
73 2 3 0 2 -1 -1 0 4 49 112
73 2 3 0 2 -47 -8 6 -4 9 112
79 7 1 0 0 1 1 0 10
79 7 1 0 0 0 1 0 7
79 7 1 0 0 - 9 -7 1 -7
7a. 7 1 0 0 -1 0 -7 1 -1 0
79 7 1 0 0 -1 -8 1 10
79 7 1 0 0 -2 -8 1 7
91 8 2 0 1 -3 - 2 0 -2 5 16
91 8 2 0 1 -1 7 -8 2 -2 5 16
91 8 2 0 1 5 - 1 0 2 25 16
91 4 3 2 0 0 1 0 4 4
91 4 3 2 0 -8 -1 1 -4 4
91 4 3 2 0 -4 -2 1 4 4
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p q s i t V t r a z a ( i ) 4 S ( 6 ) / p
97 8 1 0 0 1 1 0 11 4
37 3 1 0 0 0 1 0 8 4
37 8 1 0 0 -10 -8 1 -8 4
97 8 1 0 0 -11 -8 1 -11 4
97 3 1 0 0 -1 -9 1 11 4
97 8 1 0 0 -2 -9 1 8 4
103 5 3 0 2 -6 - 1 2 35 76
103 5 3 0 2 1 - 1 1 3 35 76
103 5 3 0 2 — 4 0 -12 5 -3 5 76
109 1 4 2 1 -4 7 78 70 1337 65776
109 1 4 2 1 -2 5 -1 4 8 78 1337 65776
109 1 4 2 1 -1 4 0 9 - 7 0 148 -1 3 3 7 65776
117 9 1 0 0 1 1 0 12 4
117 9 1 0 0 0 1 0 9 4
117 9 1 0 0 -11 -9 1 -9 4
117 9 1 0 0 -12 -9 1 -12 4
117 9 1 0 0 -1 -1 0 1 12 4
117 9 0 0 -2 -10 1 9 4
117 3 4 2 3 -7 2 6 129 592
117 3 4 2 3 1 -2 2 8 129 592
117 3 4 2 3 -1 3 5 -2 0 14 -1 2 9 592
127 10 2 0 1 -8 7 -5 3 18 311 7696
127 10 2 0 1 121 -2 1 0 32 311 7696
127 10 2 0 1 -2 7 7 -2 6 8 50 -3 1 1 7696
133 7 3 2 0 3 1 0 16 4
133 7 3 2 0 -1 3 -2 1 -1 6 4
133 7 3 2 0 0 -3 1 16 4
133 5 4 2 1 -7 6 3 225 1483
133 5 4 2 1 9 - 3 6 14 225 1483
133 5 4 2 1 -2 2 3 -3 0 22 -2 2 5 1488
139 10 1 0 0 1 1 0 13 4
139 10 1 0 0 0 1 0 10 4
139 10 1 0 0 -1 2 -1 0 1 -1 0 4
139 10 1 0 0 -1 3 - 1 0 1 -1 3 4
139 10 1 0 0 -1 -1 1 1 13 4
139 10 1 0 0 -2 -1 1 1 10 4
151 8 3 0 2 19 - 6 1 55 28
151 8 3 0 2 1 - 5 2 55 28
151 8 3 0 2 -3 5 - 1 1 3 -5 5 28
157 7 4 2 3 -3 1 9 16 270 9145 2128624
157 7 4 2 3 713 -1 9 3 8 556 9145 2128624
157 7 4 2 3 -8 7 5 1 -1 9 2 2 826 -9 1 4 5 2128624
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p q sp s i t V t r a z a (6 ) 4 S ( 6 ) / p
163 11 1 0 0 1 1 0 14 4
153 11 1 0 0 0 1 0 11
163 11 1 0 0 -1 3 -11 1 -11
163 11 1 0 0 -1 4 -1 1 1 -1 4
163 11 1 0 0 -1 -12 1 14
163 11 1 0 0 -2 -12 1 11
171 12 2 0 1 -1 -2 4 321 2352
171 12 2 0 1 101 - 1 5 8 22 321 2352
171 12 2 0 1 -221 -1 6 0 26 -3 2 1 2352
171 0 5 2 2 0 1 1 24 12
171 0 5 2 2 -1 1 1 21 12
171 0 5 2 2 0 -2 1 24 12
171 0 5 2 2 -1 -2 1 21 12
171 0 5 2 2 -2 3 -1 2 -21 12
171 0 5 2 2 -2 4 -1 2 -2 4 12
181 2 S 1 0 -1 - 5 2 37 76
181 2 5 1 0 -1 4 2 3 37 76
181 2 5 1 0 -5 2 -3 5 -3 7 76
193 10 3 2 0 - 8 S 7 448 4372
193 10 3 2 0 18 -1 2 3 29 448 4372
193 10 3 2 0 -4 3 8 -1 1 5 36 -4 4 8 4372
199 4 5 0 3 -3 2 4 119 304
199 4 5 0 3 1 -1 6 6 119 304
199 4 5 0 3 -121 -1 4 10 -1 1 9 304
211 5 5 2 2 -1 3 1 45 84
211 5 5 2 2 -1 4 - 9 4 45 84
211 5 5 2 2 — 60 - 6 5 -4 5 84
217 13 1 0 0 1 1 0 16
217 13 1 0 0 0 1 0 13
217 13 1 0 0 -1 5 -1 3 1 -1 3
217 13 1 0 0 -1 6 -1 3 1 -1 6
217 13 1 0 0 - 1 -1 4 1 16
217 13 1 0 0 - 2 -1 4 1 13
217 11 3 0 2 -1 0 3 204 756
217 11 3 0 2 -2 0 3 201 756
217 11 3 0 2 23 -6 3 12 204 756
217 11 3 0 2 22 -6 3 12 201 756
217 11 3 0 2 -1 8 1 -6 3 15 -201 756
217 11 3 0 2 -1 8 2 -6 3 15 -2 0 4 756
223 14 2 0 1 -7 5 3 -3 5 0 1568 1 71593 528 1 2 82 7 2
223 14 2 0 1 57431 -8 6 5 7 6 10626 171593 5 28 1 28272
223 14 2 0 1 -1 1 4 9 1 5 -8 6 9 2 6 12194 -1 7 1 5 9 3 528 1 2 82 7 2
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P m q sp si t u traza(£) 4S(i)/p
229 11 4 2 3 -511 -58 374 19521 6679632
229 11 4 2 3 2913 -4630 1064 19521 6679632
229 11 4 2 3 -17119 -4688 1438 -19521 6679632
241 7 5 1 G -4 7 7 289 1372
241 7 5 1 0 -5 7 7 286 1372
241 7 5 1 0 10 -35 14 289 1372
241 7 5 1 0 9 -35 14 236 1372
241 7 5 1 0 -282 -28 21 -286 1372
241 7 5 1 0 -283 -28 21 -289 1372
247 14 1 0 G 1 1 0 17 4
247 14 1 0 0 0 1 0 14 4
247 14 1 0 0 -16 -14 1 4
247 14 1 0 0 -17 -14 1 4
247 14 1 0 0 -1 -15 1 17 4
247 14 1 0 0 -2 -15 1 14 4
259 8 5 3 4 0 1 4 4 28
259 8 5 3 4 -2 0 1 41 28
259 8 5 3 4 2 -7 2 44 28
259 8 5 3 4 1 -7 2 41 28
259 8 5 3 4 -42 -7 3 28
259 8 5 3 4 -43 -7 3 28
271 13 3 2 0 -98 -27 9 84 972
271 13 3 2 0 19 -54 9 84 972
271 13 3 2 0 -163 -81 18 -84 972
277 13 4 2 1 -11 -2 2 71 112
277 13 4 2 1 15 -18 4 71 112
277 13 4 2 1 -67 -20 6 -71 112
279 15 1 0 0 1 1 0 18 4
279 15 1 0 G 0 1 0 15 4
279 15 1 0 0 -17 -15 1 -15 4
279 15 1 0 0 -18 -15 1 -18 4
279 15 1 0 0 -1 -16 1 18 4
279 15 1 0 0 -2 -16 1 15 4
279 9 5 0 3 -1 2 0 15 16
279 9 5 0 3 -25 -4 2 -15 16
279 9 5 0 3 -9 -6 2 15 16
283 16 2 0 1 -163 -88 338 47113 31367632
283 16 2 0 1 16635 -23882 2616 47113 31367632
283 16 2 0 1 -30641 -23970 2954 -47113 31367632
301 14 3 0 2 -1 2 0 25 16
301 14 3 0 2 -27 -10 2 -25 16
301 14 3 0 2 -1 -12 2 25 16
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? q sp Si t u traza(5) 4S(5)/p
301 10 5 2 2 5 1 0 25 4
301 10 5 2 2 -19 -2 1 -25 4
301 10 5 2 2 1 -3 1 25 4
313 16 1 0 0 1 1 0 19 4
313 16 1 0 0 0 1 0 16 4
313 16 1 0 0 -13 -16 1 -16 4
313 16 1 0 0 -19 -16 1 -19 4
313 16 1 0 0 -1 -17 1 19 4
313 16 1 0 0 -2 -17 1 16 4
331 7 0 4 2 3 3 96 108
331 7 0 4 ■ 1 3 3 93 108
331 7 0 4 -1 -6 3 96 108
331 7 0 4 -2 — 6 3 93 108
331 7 0 4 -94 -3 6 -93 108
331 7 0 4 -95 -3 6 -96 108
333 15 4 2 3 -23 -36 38 2697 77232
333 15 4 2 3 625 -618 116 2697 77232
333 15 4 2 3 -2095 -654 154 -2697 77232
333 0 7 3 3 0 1 1 33 12
333 0 7 3 3 -1 1 1 30 12
333 0 7 3 3 0 -2 1 33 12
333 0 7 3 3 -1 -2 1 30 12
333 0 7 3 3 -32 -1 2 -30 12
333 0 7 3 3 -33 -1 2 -33 12
337 1 7 6 2 -5 17 11 387 2388
337 1 7 6 2 -60 -28 17 387 2388
337 1 7 6 2 -452 -11 28 -387 2388
349 17 1 0 0 1 1 0 20
349 17 1 0 0 0 1 0 17
349 17 1 0 0 -19 -17 1 -17
349 17 1 0 0 -20 -17 1 -20
349 17 1 0 0 -1 -18 1 20
349 17 1 0 0 -2 -18 1 17
367 16 3 2 0 -333 208 285 34249 12853276
367 16 3 2 0 4227 -10083 1633 34249 12853276
367 16 3 2 0 -30355 -9875 1918 -34249 12853276
373 5 7 4 5 -30 19 38 1601 27436
373 5 7 4 5 -31 19 38 1598 27436
373 5 7 4 5 -11 -152 57 1601 27436
373 5 7 4 5 -12 -152 57 1598 27436
373 5 7 4 5 -1641 -133 95 -1598 27436
373 5 7 4 5 -1642 -133 95 -1601 27436
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P m q sp Si t u traza(6) 4S(5)/p
379 13 5 3 4 -16 0 13 914 8768
379 13 5 3 4 -17 0 13 911 8788
379 13 5 3 4 75 -169 39 914 8788
379 13 5 3 4 74 -169 39 911 8788
379 13 5 3 4 -854 -169 52 -911 8788
379 13 5 3 4 -855 -169 52 -914 8788
387 18 1 0 0 1 1 0 21
387 18 1 0 0 0 1 0 18
387 18 1 0 0 -20 -18 1 -18
387 18 1 0 0 -21 -18 1 -21
387 18 1 0 0 -1 -19 1 21
387 18 1 0 0 -2 -19 1 • 18
387 6 7 0 4 1 -4 1 21 28
387 6 7 0 4 -19 -1 2 21 28
387 6 7 0 4 -39 -5 3 -21 28
397 17 4 2 1 5 -6 2 105 43
397 17 4 2 1 39 -12 2 105 48
397 17 4 2 1 -61 -18 4 -105 48
403 17 3 0 2 5 2 0 49 16
403 17 3 0 2 -37 -12 2 -49 16
403 17 3 0 2 7 -14 2 49 16
403 7 7 3 3 -1 1 1 49 28
403 7 7 3 3 -2 -5 2 49 28
403 7 7 3 3 -52 -4 3 -49 28
409 14 5 0 3 -23 1 19 1389 19308
409 14 5 0 3 165 -251 58 1389 19308
409 14 5 0 3 -1247 -250 77 -1389 19308
421 8 7 6 2 -21 5 8 361 1348
421 8 7 6 2 3 -34 13 361 1348
421 8 7 6 2 -379 -29 21 -361 1348
427 19 1 0 0 1 1 0 22
427 19 1 0 0 0 1 0 19
427 19 1 0 0 -21 -19 1 -19
427 19 1 0 0 -22 -19 1 -22
427 19 1 0 0 -1 -20 1 22
427 19 1 0 0 -2 -20 1 19
427 20 2 0 1 -39 -28 42 8521 687568
427 20 2 0 1 3251 -4354 392 8521 687568
427 20 2 0 1 -5309 -4382 434 -8521 687568
433 1 8 4 3 -5319 8514 8054 298609 823707472
433 1 8 4 3 -2785 -16568 8514 298609 823707472
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q sp si traza(5) 4S(5)/p
433 1 8 4 3 -306713 -8054 16568 -298609 823707472
463 10 7 5 0 -9 7 7 400 1372
463 10 7 5 0 -10 7 7 397 1372
463 10 7 5 0 12 -35 14 400 1372
463 10 7 5 0 11 -35 14 397 1372
463 10 7 5 0 -396 -28 21 -397 1372
463 10 7 5 0 -397 -28 21 -400 1372
469 20 1 0 0 1 1 0 23 4
469 20 1 0 0 0 1 0 20 4
469 20 1 0 0 -22 -20 1 -20 4
469 20 1 0 0 -23 -20 1 -23 4
469 20 1 0 0 -1 -21 1 23 4
469 20 1 0 0 -2 -21 1 20 4
469 19 4 2 3 33 -46 14 961 4432
469 19 4 2 3 329 -158 24 961 4432
469 19 4 2 3 -599 -204 38 -961 4432
469 19 4 2 3 33 -46 14 961 4432
469 19 4 2 3 329 -158 24 961 4432
469 19 4 2 3 -599 -204 38 -961 4432
481 19 3 2 0 -2 2 1 181 292
481 19 3 2 0 24 -57 8 181 292
481 19 3 2 0 -159 -55 9 -181 292
481 7 8 4 5 -403 134 290 13649 1547344
481 7 8 4 5 421 -1138 424 13649 1547344
481 7 8 4 5 -13631 -1004 714 -13649 1547344
487 11 7 1 6 -130 13 142 8557 602188
487 11 7 1 6 502 -1033 297 8557 602188
487 11 7 1 6 -8185 -1020 439 -8557 602188
511 22 2 0 1 -25 -16 54 13721 1472848
511 22 2 0 1 5355 -6990 578 13721 1472848
511 22 2 0 1 -8391 -7006 632 -13721 1472848
511 17 5 1 0 -4 0 1 76 52
511 17 5 1 0 11 -13 3 76 52
511 17 5 1 0 -69 -13 4 -76 52
523 20 3 0 2 -163 -22 325 55621 23655436
523 20 3 0 2 10193 -18349 2253 55621 23655436
523 20 3 0 2 -45591 -18371 2578 -55621 23655436
541 13 7 0 4 -3 2 2 151 208
541 13 7 0 4 3 -20 6 151 208
541 13 7 0 4 -151 -18 8 -151 208
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P m q SP Si t U V traza(g) 4S(5)/p
547 9 0 5 2 3 3 123 108
547 9 0 5 1 3 3 120 108
547 9 0 5 -1 -6 3 123 108
547 9 0 5 -2 -6 3 120 108
547 9 0 5 -121 -3 ô -120 108
547 9 0 5 -122 -3 6 -123 108
549 18 5 3 4 -6 -1 2 186 268
549 18 5 3 4 25 -37 7 186 268
549 18 5 3 4 -167 -38 9 -186 268
549 21 4 2 1 89 62 48 8049 432016
549 21 4 2 1 2113 -1860 302 8049 432016
549 21 4 2 1 -5847 -1798 350 -8049 432016
553 11 8 4 1 -541 252 318 18321 2429136
553 11 8 4 1 1193 -1458 570 18321 2429136
553 11 8 4 1 -17669 -1206 888 -18321 2429136
553 1 9 8 3 -:5 32 27 1175 10468
553 1 9 8 3 -58 -59 32 1175 10468
553 1 9 8 3 -1248 -27 59 -1175 10468
559 22 1 0 0 1 1 0 25
559 22 1 0 0 0 1 0 22 4
559 22 1 0 0 -24 -22 1 -22 4
559 22 1 0 0 -25 -22 1 -25 4
559 22 1 0 0 -1 -23 1 25 4
559 22 1 0 0 -2 -23 1 22 4
559 2 9 3 2 2 29 24 1096 8452
559 2 9 3 2 -15 -53 29 1096 8452
559 2 9 3 2 -1109 -24 53 -1096 8452
571 14 7 3 3 1 2 3 244 388
571 14 7 3 3 18 -27 8 244 388
571 14 7 3 3 -225 -25 11 -244 388
577 4 9 2 0 -180 665 504 24296 4125604
577 4 9 2 0 -96 -1169 665 24296 4125604
577 4 9 2 0 -24572 -504 1169 -24296 4125604
589 19 5 0 3 -1 1 0 16 4
589 19 5 0 3 -18 -4 1 -16 4
589 19 5 0 3 -1 -5 1 16 4
589 5 9 6 8 -13 5 14 700 3292
589 5 9 6 8 -3 -52 19 700 3292
589 5 9 6 8 -716 -47 33 -700 3292
603 24 2 0 1 -55 -36 110 32961 7207984
603 24 2 0 1 13151 -16802 1284 32961 7207984
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P m q sP si t u traza(5) 4S(5)/p
603 24 2 0 1 -19865 -16838 1394 -32961 7207984
603 15 7 6 2 -7 3 5 399 1036
603 15 7 6 2 28 — 4 4 13 399 1036
603 15 7 6 2 -378 -41 18 -399 1036
607 23 1 0 0 1 1 0 26 4
607 23 1 0 0 0 1 0 23 4
607 23 1 0 0 -25 -23 1 -23 4
607 23 1 0 0 -26 -23 1 -26 4
607 23 1 0 0 -1 -24 1 26 4
607 23 1 0 0 -2 -24 1 23 4
613 22 3 2 0 -151 67 133 26557 4585708
613 22 3 2 0 4505 -8117 998 26557 4585708
613 22 3 2 0 -22203 -8050 1131 -26557 4585708
631 20 5 2 2 -17 -3 2 129 156
631 20 5 2 2 23 -27 5 129 156
631 20 5 2 2 -123 -30 7 -129 156
657 24 1 0 0 1 1 0 27 4
657 24 1 0 0 0 1 0 24 4
657 24 1 0 0 -26 -24 1 -24 4
657 24 1 0 0 -27 -24 1 -27 4
657 24 1 0 0 -1 -25 1 27 4
657 24 1 0 0 -2 -25 1 24 4
657 15 3 4 5 -75 4 34 2385 35152
657 15 8 4 5 245 -250 72 2385 35152
657 15 3 4 5 -2215 -246 106 -2385 35152
661 23 3 0 2 -1280 -237 2379 516468 1614499884
661 23 3 0 2 102685 -171534 18795 516468 1614499884
661 23 3 0 2 -415063 -171771 21174 -516468 1614499884
673 17 7 5 0 -8 7 0 95 196
673 17 7 5 0 -139 . -14 7 -95 196
673 17 7 5 0 -36 -21 7 95 196
679 10 9 8 3 -25 10 14 865 4432
679 10 9 8 3 15 -62 24 865 4432
679 10 9 8 3 -875 -52 38 -865 4432
679 2 10 0 3 -1 20 18 865 4336
679 2 10 0 3 7 -38 20 865 4336
679 2 10 0 3 -859 -18 38 -865 4336
703 26 2 0 1 -25 -14 96 34121 6601744
703 26 2 0 1 13851 -17372 1234 34121 6601744
703 26 2 0 1 -20295 -17386 1330 -34121 6601744
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P q sp si t V traza (<S) 4S(5)/p
703 11 9 3 2 10 1 0 41 4
703 11 9 3 2 -30 -1 1 -41 4
703 11 9 3 2 - -2 1 41 4
709 25 1 0 0 1 1 0 28 4
709 25 1 0 0 0 1 0 25 4
709 25 1 0 0 -27 -25 1 -25 4
709 25 1 0 0 -28 -25 1 -28 4
709 25 1 0 0 -1 -26 1 28 4
709 25 1 0 0 -2 -26 1 25 4
711 18 7 1 6 -6 5 0 72 100
711 18 7 1 6 -99 -15 5 -72 100
711 18 7 1 6 -21 -20 5 72 100
711 6 10 0 4 -23 22 28 1491 12352
711 6 10 0 4 49 -82 36 1491 12352
711 6 10 0 4 -1465 -60 64 -1491 12352
721 22 5 1 0 -2 1 2 274 412
721 22 5 1 0 -3 1 2 271 412
721 22 5 1 0 49 -47 9 274 412
721 22 5 1 0 48 -47 9 271 412
721 22 5 1 0 -226 -46 11 -271 412
721 22 5 0 -227 -4 6 11 -274 412
721 17 8 4 3 213 98 112 11265 609168
721 17 3 4 3 1277 -1078 322 11265 609168
721 17 8 4 3 -9775 -980 434 -11265 609168
751 19 7 4 5 -22 0 13 1286 8788
751 19 7 4 5 -23 0 13 1283 8788
751 19 7 4 5 147 -169 39 1286 8788
751 19 7 4 5 146 -169 39 1283 8788
751 19 7 4 5 -1160 -169 52 -1283 8788
751 19 7 4 5 -1161 -169 52 -1286 8788
757 13 9 2 0 -762 586 611 43825 10149988
757 13 9 2 0 2493 -3005 1197 43825 10149988
757 13 9 2 0 -42094 -2419 1808 -43825 10149988
763 26 1 0 0 1 1 0 29 4
763 26 1 0 0 0 1 0 26 4
763 26 1 0 0 -28 -26 1 -26 4
763 26 1 0 0 -29 -26 1 -29 4
763 26 1 0 0 -1 -27 1 29 4
763 26 1 0 0 -2 -27 1 26 4
763 25 3 2 0 -7 3 6 1500 11772
763 25 3 2 0 -8 3 6 1497 11772
763 25 3 2 0 278 -465 51 1500 11772
763 25 3 2 0 277 -465 51 1497 11772
152
P g sp si t u y traza(i) 4S(«)/p
763 25 3 2 0 -1228 -462 57 -1497 11772
763 25 3 2 0 -1229 -462 57 -1500 11772
769 23 5 3 4 -235 -31 153 22756 2697863
769 23 5 3 4 3865 -4557 734 22756 2697868
769 23 5 3 4 -19126 -4588 887 -22756 2697868
787 14 9 6 8 -1037 24 590 44425 10032304
787 14 9 6 8 2311 -4202 1204 44425 10032304
787 14 9 6 8 -43151 -4178 1794 -44425 10032304
793 20 7 0 4 -1 0 1 103 52
793 20 7 0 4 -2 0 1 100 52
793 20 7 0 4 15 -13 3 103 52
793 20 7 0 4 14 -13 3 100 52
793 20 7 0 4 -88 -13 4 -100 52
793 20 7 0 4 -89 -13 4 -103 52
793 19 3 4 1 -765 206 374 33409 5627152
793 19 8 4 1 4601 -3236 954 33409 5627152
793 19 8 4 1 -29573 -3030 1328 -33409 5627152
817 26 3 0 2 -53 -14 77 20575 2077012
817 26 3 0 2 4357 -6867 679 20575 2077012
817 26 3 0 2 -16271 -6881 756 -20575 2077012
817 -1 11 0 6 2 3 3 150 108
817 -1 11 0 6 1 3 3 147 108
817 -1 11 0 6 -1 -6 3 150 108
817 -1 11 0 6 -2 -6 3 147 108
817 -1 11 0 6 -148 -3 6 -147 108
817 -1 11 0 6 -149 -3 6 -150 108
819 27 1 0 0 1 1 0 30
819 27 1 0 0 0 1 0 27
819 27 1 0 0 -29 -27 1 -27
819 27 1 0 0 -30 -27 1 -30
819 27 1 0 0 -1 -28 1 30
819 27 1 0 0 -2 -28 1 27
819 24 5 0 3 4 1 0 36
819 24 5 0 3 -26 -5 1 -36
819 24 5 0 3 6 -6 1 36
819 12 10 0 3 -73 54 76 5217 130224
819 12 10 0 3 353 -336 130 5217 130224
819 12 10 0 3 -4937 -282 206 -5217 130224
819 0 11 5 5 0 1 1 51 12
819 0 11 5 5 -1 1 1 48 12
819 0 11 5 5 0 -2 1 51 12
819 0 11 5 5 -1 -2 1 48 12
153
P m q sp si t u traza(6) 4S(5)/p
319 0 11 5 5 -50 -1 2 -48 12
819 0 11 5 5 -51 -1 2 -51 12
323 1 11 10 4 -402 759 686 35911 6269404
823 1 11 10 4 -957 -1445 759 35911 6269404
823 1 11 10 4 -37270 -686 1445 -35911 6269404
829 2 11 4 3 -42 257 223 11984 692356
829 2 11 4 3 -140 -480 257 11984 692356
829 2 11 4 3 -12166 -223 480 -11984 692356
853 16 9 5 6 -15 -14 21 1516 7252
853 16 9 5 6 272 -105 28 1516 7252
853 16 9 5 6 -1259 -119 49 -1516 7252
859 5 11 8 0 -2 6 1 79 172
859 5 11 8 0 -72 -7 6 79 172
859 5 11 8 0 -153 -1 7 -79 172
871 25 5 2 2 6 -7 2 181 76
871 25 5 2 2 58 -20 3 181 76
871 25 5 2 2 -117 -27 5 -181 76
873 6 11 2 10 3 -14 3 105 388
873 6 11 2 10 -115 -5 8 105 388
873 6 11 2 10 -217 -19 11 -105 388
877 28 1 0 0 1 1 0 31
877 28 1 0 0 0 1 0 28
877 28 1 0 0 -30 -28 1 -28
877 28 1 0 0 -31 -28 1 -31
877 28 1 0 0 -1 -29 1 31
877 28 1 0 0 -2 -29 1 28
883 22 7 6 2 -29 13 7 1011 5772
883 22 7 6 2 71 -143 34 1011 5772
883 22 7 6 2 -969 -130 41 -1011 5772
889 17 9 0 5 -16 3 11 949 4084
889 17 9 0 5 87 -86 25 949 4084
889 17 9 0 5 -878 -83 36 -949 4084
889 7 11 7 9 -1 0 1 60 12
889 7 11 7 9 6 -3 1 60 12
889 7 11 7 9 -55 -3 2 -60 12
907 8 11 1 8 -22 4 11 659 2044
907 8 11 1 8 14 -41 15 659 2044
907 8 11 1 8 -667 -37 26 -659 2044
927 9 11 6 7 -14 2 5 306 436
927 9 11 6 7 5 -19 7 306 436
154
p m g sp si t U traza(iS) 4S(5)/p
927 9 11 6 7 -315 -17 12 -306 436
937 29 1 0 0 1 1 0 32 4
937 29 1 0 0 0 1 0 29 4
937 29 1 0 0 -31 -29 1 -29 4
937 29 1 0 0 -32 -29 1 -32 4
937 29 1 0 0 -1 -30 1 32 4
937 29 1 0 0 -2 -30 1 29 4
949 29 4 2 1 -3 2 0 49 16
949 29 4 2 1 -39 -14 2 -49 16
949 29 4 2 1 13 -16 2 49 16
949 10 11 0 6 13 1 0 49 4
949 10 11 0 6 -35 -1 1 -49 4
949 10 11 0 6 1 -2 1 49 4
967 19 9 8 3 -9381 2055 4303 415384 712188052
967 19 9 8 3 34228 -36286 10661 415384 712188052
967 19 9 8 3 -390537 -34231 14964 -415384 712188052
973 11 11 5 5 — 6 3 4 291 372
973 11 11 5 5 2 -18 7 291 372
973 11 11 5 5 -295 -15 11 -291 372
981 27 5 1 0 -134 -31 4 -519 372
981 27 5 1 0 -314 -31 7 -519 372
981 27 5 1 0 71 -62 11 519 372
981 24 7 5 0 -17 1 4 465 943
981 24 7 5 0 70 -56 13 465 948
981 24 7 5 0 -412 -55 17 -465 948
991 29 3 0 2 101 63 189 65067 16876188
991 29 3 0 2 14402 -21672 1953 65067 16876188
991 29 3 0 2 -50564 -21609 2142 -65067 16876188
1009 20 9 3 2 -14 4 9 893 3052
1009 20 9 3 2 101 -75 22 893 3052
1009 20 9 3 2 -806 -71 31 -893 3052
1027 13 11 4 3 -1 1 0 10 4
1027 13 11 4 3 -23 -1 1 -10 4
1027 13 11 4 3 -12 -2 1 10 4
1033 25 7 1 6 41 7 1 448 532
1033 25 7 1 6 66 -56 11 448 532
1033 25 7 1 6 -341 -49 12 -448 532
1039 28 5 3 4 -41 -1 22 4579 82108
1039 28 5 3 4 902 -939 131 4579 82108
P q sp Si t U V traza(f) 4S(6)/p
1039 28 5 3 4 -3718 -940 153 -4579 82108
1057 14 11 9 2 -10 4 5 401 604
1057 14 11 9 2 -11 4 5 398 604
1057 14 11 9 2 16 -23 9 401 604
1057 14 11 9 2 15 -23 9 398 604
1057 14 11 9 2 -394 -19 14 -398 604
1057 14 11 9 2 -395 -19 14 -401 604
1063 31 1 0 0 1 1 0 34 4
1063 31 1 0 0 0 1 0 31 4
1063 31 1 0 0 -33 -31 1 -31 4
1063 31 1 0 0 -34 -31 1 -34 4
1063 31 1 0 0 -1 -32 1 34 4
1063 31 1 0 0 -2 -32 1 31 4
1099 29 5 0 3 -2 -1 3 625 1396
1099 29 5 0 3 141 -122 17 625 1396
1099 29 5 0 3 -486 -123 20 -625 1396
1099 22 9 2 0 -211 93 124 13813 695764
1099 22 9 2 0 1649 -1147 341 13813 695764
1099 22 9 2 0 -12375 -1054 465 -13813 695764
1123 16 11 8 0 -2961 739 885 71971 19431364
1123 16 11 8 0 3809 -4133 1624 71971 19431364
1123 16 11 a 0 -71123 -3394 2509 -71971 19431364
1129 32 1 0 0 1 1 0 35 4
1129 32 1 0 0 0 1 0 32 4
1129 32 1 0 0 -34 -32 1 -32 4
1129 32 1 0 0 -35 -32 1 -35 4
1129 32 1 0 0 -1 -33 1 35 4
1129 32 1 0 0 -2 -33 1 32 4
1141 -1 13 0 7 2 3 3 177 108
1141 -1 13 0 7 1 3 3 174 108
1141 -1 13 0 7 -1 -6 3 177 108
1141 -1 13 0 7 -2 -6 3 174 108
1141 -1 13 0 7 -175 -3 6 -174 108
1141 -1 13 0 7 -176 -3 6 -177 108
1143 27 7 0 4 -9 0 7 1086 4116
1143 27 7 0 4 -10 0 7 1083 4116
1143 27 7 0 4 201 -147 28 1086 4116
1143 27 7 0 4 200 -147 28 1083 4116
1143 27 7 0 4 -893 -147 35 -1083 4116
1143 27 7 0 4 -894 -147 35 -1086 4116
1143 0 13 6 6 0 1 1 60 12
1143 0 13 6 6 -1 1 1 57 12
1143 0 13 6 6 0 -2 1 60 12
156
P m g sp Si t U V traza(6) 4S(6)/p
1143 0 13 6 6 -1 -2 1 57 12
1143 0 13 6 6 -59 -1 2 -57 12
1143 0 13 6 6 -60 -1 2 -60 12
1147 23 9 6 3 -9 -1 1 77 28
1147 23 9 6 8 10 -9 2 77 28
1147 23 9 6 8 -76 -10 3 -77 28
1147 1 13 12 5 -1 19 17 1070 3892
1147 1 13 12 5 -24 -36 19 1070 3892
1147 1 13 12 5 -1095 -17 36 -1070 3892
1153 2 13 5 4 -221 1094 971 60756 12807804
1153 2 13 5 4 -616 -2065 1094 60756 12807804
1153 2 13 5 4 -61593 -971 2065 -60756 12807804
1159 17 11 2 10 -11 0 7 632 1372
1159 17 11 2 10 -12 0 7 629 1372
1159 17 11 2 10 45 -49 14 632 1372
1159 17 11 2 10 44 -49 14 629 1372
1159 17 11 2 10 -597 -49 21 -629 1372
1159 17 11 2 10 -598 -49 21 -632 1372
1171 4 13 4 2 -32 87 70 4592 74236
1171 4 13 4 2 -58 -157 87 4592 74236
1171 4 13 4 2 -4682 -70 157 -4592 74236
1197 33 1 0 0 1 1 0 36
1197 33 1 0 0 0 1 0 33
1197 33 1 0 0 -35 -33 1 -33
1197 33 1 0 0 -36 -33 1 -36
1197 33 1 0 0 -1 -34 1 36
1197 33 1 0 0 -2 -34 1 33
1197 33 4 2 1 5 2 0 81 16
1197 33 4 2 1 -51 -16 2 -81 16
1197 33 4 2 1 25 -18 2 81 16
1197 18 11 7 9 -2 0 1 93 28
1197 18 11 7 9 -3 0 1 90 28
1197 18 11 7 9 7 2 93 28
1197 18 11 7 9 6 2 90 28
1197 18 11 7 9 -87 3 -90 28
1197 18 11 7 9 -88 3 -93 28
1197 6 13 3 0 -2 4 3 207 148
1197 6 13 3 0 -1 4 207 148
1197 6 13 3 0 -210 7 -207 148
1201
1201
28
28
3 3 
3 3
-212
3797
10
-2759
129
526
20929
20929
1444684
1444684
157
p q sp si t U V traza(6) 4S(5)/p
1201 28 7 3 3 -17344 -2749 655 -20929 1444684
1213 7 13 9 12 -137 37 111 7840 202612
1213 7 13 9 12 -138 37 111 7837 202612
1213 7 13 9 12 11 -407 148 7840 202612
1213 7 13 9 12 10 -407 148 7837 202612
1213 7 13 9 12 -7965 -370 259 -7837 202612
1213 7 13 9 12 -7966 -370 259 -7840 202612
1231 8 13 2 11 -31 3 47 3315 28236
1231 8 13 2 11 297 -147 50 3315 28236
1231 8 13 2 11 -3049 -144 97 -3315 28236
1237 19 11 1 8 -94 7 60 5851 109396
1237 19 11 1 8 510 -441 127 5851 109396
1237 19 11 1 3 -5435 -434 187 -5851 109396
1249 25 9 5 6 -3791 42 1790 229537 168725296
1249 25 9 5 6 30093 -23438 5412 229537 168725296
1249 25 9 5 6 -203235 -23396 7202 -229537 168725226
1251 9 13 8 10 -49 2 0 -129 16
1251 9 13 8 10 -1 -2 2 129 16
1251 9 13 8 10 -81 -4 2 -129 16
1261 29 7 6 2 -19 2 8 1369 5968
1261 29 7 6 2 239 -178 34 1369 5968
1261 29 7 6 2 -1149 -176 42 -1369 5968
1267 34 1 0 0 1 1 0 37
1267 34 1 0 0 0 1 0 34
1267 34 1 0 0 -36 -34 1 -34
1267 34 1 0 0 -37 -34 1 -37
1267 34 1 0 0 -1 -35 1 37
1267 34 1 0 0 -2 -35 1 34
1273 10 13 1 9 -1 1 2 157 76
1273 10 13 1 9 -2 1 2 154 76
1273 10 13 1 9 4 -8 3 157 76
1273 10 13 1 9 3 -8 3 154 76
1273 10 13 1 9 -153 -7 5 -154 76
1273 10 13 1 9 -154 -7 5 -157 76
1279 20 11 6 7 -16 9 1 236 532
1279 20 11 6 7 -76 -34 11 236 532
1279 20 11 6 7 -328 -25 12 -236 532
1291 32 5 1 0 7 18 20 5417 88816
1291 32 5 1 0 1237 -986 138 5417 88816
1291 32 5 1 0 -4173 -968 158 -5417 88816
1297 11 13 7 8 -205 122 93 7981 299476
P g sp si t u traza(i) 4S(4)/p
1297 11 13 7 8 -1012 -523 215 7981 299476
1297 11 13 7 8 -9198 -401 308 -7981 299476
1333 35 4 2 3 -141 -48 94 30985 2882603
1333 35 4 2 3 10893 -8074 798 30985 2882608
1333 35 4 2 3 -20233 -8122 892 -30985 2882608
1339 35 1 0 0 1 1 0 38 4
1339 35 1 0 0 0 1 0 35 4
1339 35 1 0 0 -37 -35 1 -35 4
1339 35 1 0 0 -38 -35 1 -38 4
1339 35 1 0 0 -1 -36 1 38 4
1339 35 1 0 0 -2 -36 1 35 4
1351 13 13 6 6 -19 6 10 831 2064
1351 13 13 6 6 27 -42 16 831 2064
1351 13 13 6 6 -823 -36 26 -831 2064
1359 33 5 3 4 -32 -7 14 3621 39004
1359 33 5 3 4 815 -742 91 3621 39004
1359 33 5 3 4 -2838 -749 105 -3621 39004
1381 14 13 12 5 -324 98 147 12748 470596
1381 14 13 12 5 -325 98 147 12745 470596
1381 14 13 12 5 362 -637 245 12748 470596
1381 14 13 12 5 361 -637 245 12745 470596
1381 14 13 12 5 -12709 -539 392 -12745 470596
1381 14 13 12 5 -12710 -539 392 -12748 470596
1387 31 7 5 0 -34 11 13 2579 19828
1387 31 7 5 0 469 -328 63 2579 19828
1387 31 7 5 0 -2144 -317 76 -2579 19828
1393 35 3 0 2 -2 -2 5 2269 14716
1393 35 3 0 2 544 -759 58 2269 14716
1393 35 3 0 2 -1727 -761 63 -2269 14716
1413 36 1 0 0 1 1 0 39 4
1413 36 1 0 0 0 1 0 36 4
1413 36 1 0 0 -38 -36 1 -36 4
1413 36 1 0 0 -39 -36 1 -39 4
1413 36 1 0 0 -1 -37 1 39 4
1413 36 1 0 0 -2 -37 1 36 4
1413 15 13 5 4 4 -4 1 36 28
1413 15 13 5 4 -39 -1 2 36 28
1413 15 13 5 4 -71 -5 3 -36 28
1417 28 9 8 3 -27 3 11 1609 7252
1417 28 9 8 3 231 -155 36 1609 7252
1417 28 9 8 3 -1405 -152 47 -1609 7252
159
P m g sp si t u V traza(5) 4S(4)/p
1417 23 11 10 4 -11 2 4 465 624
1417 23 11 10 4 39 -34 10 465 624
1417 23 11 10 4 -437 -32 14 -465 624
1429 34 5 0 3 -106 -14 105 29446 2426284
1429 34 5 0 3 7160 -5873 721 29446 2426284
1429 34 5 0 3 -22392 -5887 826 -29446 2426284
1447 16 13 11 3 25623 -2351 589 90496 9654988
1447 16 13 11 3 -737 -584 1173 90496 9654988
1447 16 13 11 3 -65610 -2935 1762 -90496 9654988
1453 32 7 1 6 -9 -8 11 2082 11388
1453 32 7 1 6 451 -293 47 2082 11388
1453 32 7 1 6 -1640 -301 58 -2082 11388
1459 28 10 0 2 -79 20 28 3935 45616
1459 28 10 0 2 643 -343 90 3935 45616
1459 28 10 0 2 -3371 -323 118 -3935 45616
1467 24 11 4 3 -55 13 26 3111 26364
1467 24 11 4 3 —56 13 26 3106 26364
1467 24 11 4 3 335 -221 65 3111 26364
1467 24 11 4 3 334 -221 65 3108 26364
1467 24 11 4 3 -2830 -208 91 -3108 26364
1467 24 11 4 3 -2831 -208 91 -3111 26364
1477 29 9 3 2 -248 -9 35 4175 55204
1477 29 9 3 2 706 -419 96 4175 55204
1477 29 9 3 2 -3717 -428 131 -4175 55204
1483 17 13 4 2 -29 14 14 1369 5488
1483 17 13 4 2 41 -70 28 1369 5488
1483 17 13 4 2 -1357 -56 42 -1369 5488
1489 37 1 0 0 1 1 0 40 4
1489 37 1 0 0 0 1 0 37 4
1489 37 1 0 0 -39 -37 1 -37 4
1489 37 1 0 0 -40 -37 1 -40 4
1489 37 1 0 0 -1 -38 1 40 4
1489 37 1 0 0 -2 -38 1 37 4
1501 35 5 2 2 -4 0 3 879 2052
1501 35 5 2 2 -5 0 3 876 2052
1501 35 5 2 2 209 -171 21 879 2052
1501 35 5 2 2 208 -171 21 876 2052
1501 35 5 2 2 -673 -171 24 -876 2052
1501 35 5 2 2 -674 -171 24 -879 2052
1561 19 13 3 0 -1 1 1 106 28
1561 19 13 3 0 -2 1 1 103 28
1561 19 13 3 0 7 -5 2 106 28
160
P q sp si t u V traza(6) 4S(i)/p
1561 19 13 3 0 6 -5 2 103 28
1561 19 13 3 0 -99 3 -103 28
1561 19 13 3 0 -100 3 -106 28
1561 5 15 12 2 -21 24 19 1444 5572
1561 5 15 12 2 -31 -43 24 1444 5572
1561 5 15 12 2 -1496 -19 43 -1444 5572
1567 38 1 0 0 1 1 0 41 4
1567 38 1 0 0 0 1 0 38 4
1567 38 1 0 0 -40 -38 1 -38 4
1567 38 1 0 0 -41 -38 1 -41 4
1567 38 1 0 0 -1 -39 1 41 4
1567 38 1 0 0 -2 -39 1 38 4
1591 34 7 0 4 -30 -1 21 4622 53764
1591 34 7 0 4 1016 -645 104 4622 53764
1591 34 7 0 4 -3636 -646 125 -4622 53764
1591 7 15 11 0 -3784 654 627 39624 4923612
1591 7 15 11 0 65 -1281 654 39624 4923612
1591 7 15 11 0 -43343 -627 1281 -39624 4923612
1603 31 9 2 0 -11562 86 57 -23185 335788
1603 31 9 2 0 -9795 -1085 257 -23185 335788
1603 31 9 2 0 1828 -999 314 23185 335788
1603 20 13 9 12 -16 0 7 743 1372
1603 20 13 9 12 -17 0 7 740 1372
1603 20 13 9 12 47 -49 14 743 1372
1603 20 13 9 12 46 -49 14 740 1372
1603 20 13 9 12 -711 -49 21 -740 1372
1603 20 13 9 12 -712 -49 21 -743 1372
1629 27 11 8 0 -18 5 7 942 2172
1629 27 11 8 0 -19 5 7 939 2172
1629 27 11 8 0 111 . -64 19 942 2172
1629 27 11 8 0 110 -64 19 939 2172
1629 27 11 8 0 -848 -59 26 -939 2172
1629 27 11 8 0 -849 -59 26 -942 2172
1651 37 5 1 0 154 -114 11 -324 4332
1651 37 5 1 0 -703 -171 26 -324 4332
1651 37 5 1 0 -225 -285 37 324 4332
1651 10 15 2 12 -810 277 786 66364 10333132
1651 10 15 2 12 2064 -2912 1063 66364 10333132
1651 10 15 2 12 -65110 -2635 1849 -66364 10333132
1669 32 9 6 8 4022 545 138 56002 5495356
1669 32 9 6 8 8438 -5623 1097 56002 5495356
1669 32 9 6 8 -43542 -5078 1235 -56002 5495356
161
P q sjS si t U V traza(5) 4S(6)/p
1687 28 11 2 10 -5 0 2 289 208
1687 28 11 2 10 35 -26 6 289 208
1687 28 11 2 10 -259 -26 8 -289 208
1693 22 13 8 10 -53 18 9 1299 6804
1693 22 13 8 10 -125 -117 36 1299 6804
1693 22 13 8 10 -1477 -99 45 -1299 6804
1729 40 1 0 0 1 1 0 43 4
1729 40 1 0 0 0 1 0 40 4
1729 40 1 0 0 -42 -4 0 1 -40 4
1729 40 1 0 0 -43 -40 1 -43 4
1729 40 1 0 0 -1 -41 1 43 4
1729 40 1 0 0 -2 -41 1 40 4
1729 38 5 3 4 -4 -1 1 309 228
1729 38 5 3 4 76 -64 7 309 228
1729 38 5 3 4 -237 -65 8 -309 228
1729 13 15 8 9 -22 8 11 1028 2764
1729 13 15 8 9 -15 -49 19 1028 2764
1729 13 15 8 9 -1065 -41 30 -1028 2764
1729 1 16 8 7 -633 10 8 -1297 976
1729 1 16 8 7 -673 -18 10 -1297 976
1729 1 16 8 7 -9 -8 18 1297 976
1737 36 7 6 2 -383 -57 23 2319 20908
1737 36 7 6 2 585 -371 58 2319 20908
1737 36 7 6 2 -2117 -428 81 -2319 20908
1747 29 11 7 9 -37 0 27 4128 37908
1747 29 11 7 9 530 -351 81 4128 37908
1747 29 11 7 9 -3635 -351 108 -4128 37908
1777 7 16 8 1 5 -8 2 113 208
1777 7 16 8 1 -121 2 6 113 208
1777 7 16 8 1 -229 —6 8 -113 208
1791 24 13 7 8 -16 0 3 321 252
1791 24 13 7 8 29 -21 6 321 252
1791 24 13 7 8 -308 -21 9 -321 252
1807 34 9 5 6 -444 -19 189 36011 2872732
1807 34 9 5 6 6530 -3874 737 36011 2872732
1807 34 9 5 6 -29925 -3893 926 -36011 2872732
1843 25 13 0 7 -4 1 3 385 316
1843 25 13 0 7 39 -24 7 385 316
1843 25 13 0 7 -350 -23 10 -385 316
1879 35 9 0 5 -37 0 21 4173 37044
162
P m q sp Si t U traza(d) 4S(i)/p
1879 35 9 0 5 -38 0 21 4170 37044
1879 35 9 0 5 824 -441 84 4173 37044
1879 35 9 0 5 823 -441 84 4170 37044
1879 35 9 0 5 -3385 -441 105 -4170 37044
1879 35 9 0 5 -3386 -441 105 -4173 37044
1891 40 5 2 2 -49 2 33 12341 322492
1891 40 5 2 2 3135 -2427 266 12341 322492
1891 40 5 2 2 -9255 -2425 299 -12341 322492
1891 38 7 5 0 -7 3 1 344 292
1891 38 7 5 0 66 -49 8 344 292
1891 38 7 5 0 -285 -4 6 9 -344 292
1897 26 13 6 6 -217 33 93 12111 307908
1897 26 13 6 6 1193 -750 219 12111 307908
1897 26 13 6 6 -11135 -717 312 -12111 307908
1899 42 1 0 0 1 1 0 45 4
1899 42 1 0 0 0 1 0 42 4
1899 42 1 0 0 -44 -42 1 -42 4
1899 42 1 0 0 -45 -42 1 -45 4
1899 42 1 0 0 -1 -43 1 45 4
1899 42 1 0 0 -2 -43 1 42 4
1939 32 11 0 6 -31 -1 7 1037 2356
1939 32 11 0 6 167 -87 20 1037 2356
1939 32 11 0 6 -901 -88 27 -1037 2356
1939 19 15 5 3 -11922 4100 5283 565151 662084668
1939 19 15 5 3 31055 -24049 9383 565151 662084668
1939 19 15 5 3 -546018 -19949 14666 -565151 662084668
1951 17 0 9 2 3 3 231 108
1951 17 0 9 1 3 3 228 108
1951 17 0 9 -1 -6 3 231 108
1951 17 0 9 -2 -6 3 228 108
1951 17 0 9 -229 -3 6 -228 108
1951 17 0 9 -230 -3 6 -231 108
1953 27 13 12 5 -8 0 1 108 28
1953 27 13 12 5 11 -7 2 108 28
1953 27 13 12 5 -105 -7 3 -108 28
1953 15 16 8 9 -1159 698 24 9297 2156752
1953 15 16 8 9 -12665 -1468 722 9297 2156752
1953 15 16 8 9 -23121 -770 746 -9297 2156752
1953 0 17 8 8 0 1 1 78 12
1953 0 17 8 8 -1 1 1 75 12
1953 0 17 8 8 0 -2 1 78 12
1953 0 17 8 8 -1 -2 1 75 12
163
P g sp si t traza(6) 4S(4)/p
1953 0 17 8 8 -77 -1 2 -75 12
1953 0 17 8 8 -78 -1 2 -78 12
1957 43 4 2 3 -67 -28 2 -377 112
1957 43 4 2 3 -209 -42 4 -377 112
1957 43 4 2 3 101 -70 6 377 112
1957 1 17 16 7 -1 7 3 244 316
1957 1 17 16 7 -102 -10 7 244 316
1957 1 17 16 7 -347 -3 10 -244 316
1963 2 17 7 6 -5 22 20 1609 5296
1963 2 17 7 6 -15 -42 22 1609 5296
1963 2 17 7 6 -1629 -20 42 -1609 5296
1981 20 15 12 2 -6437 295 696 57581 8624932
1981 20 15 12 2 3353 -2678 991 57581 8624932
1981 20 15 12 2 -60665 -2383 1687 -57581 8624932
1981 4 17 6 4 0 -7 2 132 156
1981 4 17 6 4 -92 2 5 132 156
1981 4 17 6 4 -224 -5 7 -132 156
1987 43 1 0 0 1 1 0 46 4
1987 43 1 0 0 0 1 0 43 4
1987 43 1 0 0 -45 -43 1 -43 4
1987 43 1 0 0 -46 -43 1 -46 4
1987 43 1 0 0 -1 -44 1 46 4
1987 43 1 0 0 -2 -44 1 43 4
2007 33 II 5 5 -93 6 35 5904 69724
2007 33 11 5 5 910 -479 111 5904 69724
2007 33 11 5 5 -5087 -473 146 -5904 69724
2007 6 17 5 2 -26 55 45 3897 30100
2007 6 17 5 2 14 -100 55 3897 30100
2007 6 17 5 2 -3909 -45 100 -3897 30100
2011 28 13 5 4 -1145 214 460 63737 8076784
2011 28 13 5 4 7017 -3862 1134 63737 8076784
2011 28 13 5 4 -57865 -3648 1594 -63737 8076784
2041 43 3 2 0 -68 23 56 37801 2798308
2041 43 3 2 0 9099 -12161 807 37801 2798308
2041 43 3 2 0 -28770 -12138 863 -37801 2798308
2041 8 17 4 0 -12 14 11 978 1884
2041 8 17 4 0 10 -25 14 978 1884
2041 8 17 4 0 -980 -11 25 -978 1884
2053 40 7 4 5 -2739 -302 1320 378343 279328336
2053 40 7 4 5 87849 -54646 7618 378343 279328336
164
p m q sp si t U V traza(6) 4S(6)/p
2053 40 7 4 5 -293233 -54948 8938 -378343 279328336
2061 42 5 1 0 -176 60 139 56619 6223252
2061 42 5 1 0 14959 -10687 1172 56619 6223252
2061 42 5 1 0 -41836 -10627 1311 -56619 6223252
2061 9 17 12 16 -104 1 15 1092 2884
2061 9 17 12 16 9 -47 16 1092 2884
2061 9 17 12 16 -1187 —4 6 31 -1092 2884
2071 29 13 11 3 -10 2 3 439 388
2071 29 13 11 3 42 -27 8 439 388
2071 29 13 11 3 -407 -25 11 -439 388
2077 44 1 0 0 1 1 0 47 4
2077 44 1 0 0 0 1 0 44 4
2077 44 1 0 0 -46 -44 1 4
2077 44 1 0 0 -47 -44 1 4
2077 44 1 0 0 -1 -45 1 47 4
2077 44 1 0 0 -2 -45 1 44 4
2077 34 11 10 4 22 -11 2 44 76
2077 34 11 10 4 -82 -7 3 44 76
2077 34 11 10 4 -104 -18 5 76
2083 10 17 3 15 -131 27 83 7596 112476
2083 10 17 3 15 132 -303 110 7596 112476
2083 10 17 3 15 -7595 -276 193 -7596 112476
2119 38 10 0 2 -29 9 2 649 1168
2119 38 10 0 2 103 -74 16 649 1168
2119 38 10 0 2 -575 -65 18 -649 1168
2131 44 3 0 2 -830 -284 1397 988060 1832476948
2131 44 3 0 2 253378 -332133 20671 988060 1832476948
2131 44 3 0 2 -735512 -332417 22068 -988060 1832476948
2149 43 5 3 4 -54 -15 1 -361 124
2149 43 5 3 4 -233 -44 5 -361 124
2149 43 5 3 4 74 -59 6 361 124
2149 35 11 4 3 -9 3 1 256 172
2149 35 11 4 3 21 -25 6 256 172
2149 35 11 4 3 -244 t22 7 -256 172
2161 13 17 10 12 -89 56 21 2540 31948
2161 13 17 10 12 -936 -175 77 2540 31948
2161 13 17 10 12 -3565 -119 98 -2540 31948
2169 45 1 0 0 1 1 0 48 4
2169 45 1 0 0 0 1 0 45 4
2169 45 1 0 0 -47 -45 1 -45 4
P q sp Si t u V traza(6) 4S(6)/p
2169 45 1 0 0 -48 -45 1 -48 4
2169 45 1 0 0 -1 -46 1 48 4
2169 45 1 0 0 -2 — 4 6 1 45 4
2191 14 17 1 11 -5 2 3 310 196
2191 14 17 1 11 -1 -13 5 310 196
2191 14 17 1 11 -316 -11 8 -310 196
2223 42 7 3 3 -2 1 0 36 4
2223 42 7 3 3 -33 -6 1 -36 4
2223 42 7 3 3 5 -7 1 36 4
2223 36 11 9 2 -9 2 4 777 1072
2223 36 11 9 2 125 -60 14 777 1072
2223 36 11 9 2 -661 -58 18 -777 1072
2223 15 17 9 10 -4 1 2 207 76
2223 15 17 9 10 5 1 2 204 76
2223 15 17 9 10 7 -8 3 207 76
2223 15 17 9 10 6 -a 3 204 76
2223 15 17 9 10 -203 -7 5 -204 76
2223 15 17 9 10 -204 -7 5 -207 76
2257 16 17 0 9 1784 123 52 12624 169716
2257 16 17 0 9 402 -402 175 12624 169716
2257 16 17 0 9 -10438 -279 227 -12624 169716
2263 46 1 0 0 1 1 0 49 4
2263 46 1 0 0 0 1 0 46 4
2263 46 1 0 0 -48 -46 1 -46 4
2263 46 1 0 0 -49 -46 1 -49 4
2263 46 1 0 0 -1 -47 1 49 4
2263 46 1 0 0 -2 -47 1 46 4
2263 32 13 3 0 5 -2 0 -49 16
2263 32 13 3 0 -69 -4 2 -49 16
2263 32 13 3 0 -15 -6 2 49 16
2293 17 17 8 8 -191 51 91 9849 165468
2293 17 17 8 8 438 -375 142 9849 165468
2293 17 17 8 8 -9602 -324 233 -9849 165468
2311 43 7 6 2 -32 -5 2 335 268
2311 43 7 6 2 89 -51 7 335 268
2311 43 7 6 2 -278 -56 9 -335 268
2317 46 3 2 0 -5262 -1243 1116 766268 1034788468
2317 46 3 2 0 189884 -249068 15497 766268 1034788468
2317 46 3 2 0 -581646 -250311 16613 -766268 1034788468
2317 47 4 2 3 64289 -42618 2932 -30455 168257968
2317 47 4 2 3 -120615 -51092 4502 -30455 168257968
166
P m q sp si t u V traza(6) 4S(5)/p
2317 47 4 2 3 -25871 -93710 7434 30455 168257968
2331 45 5 2 2 -3 2 0 81 16
2331 45 5 2 2 -67 -18 2 -81 16
2331 45 5 2 2 17 -20 2 81 16
2331 33 13 9 12 -1 -1 1 144 28
2331 33 13 9 12 27 -9 2 144 28
2331 33 13 9 12 -118 -10 3 -144 28
2331 18 17 16 7 -5 1 2 219 76
2331 18 17 16 7 13 -8 3 219 76
2331 18 17 16 7 -211 -7 5 -219 76
2353 41 9 6 8 -32 -5 19 4924 40684
2353 41 9 6 8 1031 -559 90 4924 40684
2353 41 9 6 8 -3925 -564 109 -4924 40684
2359 47 1 0 0 1 1 0 50 4
2359 47 1 0 0 0 1 0 47 4
2359 47 1 0 0 -49 -47 1 -47 4
2359 47 1 0 0 -50 -47 1 -50 4
2359 47 1 0 0 -1 -48 1 50 4
2359 47 1 0 G -2 -48 1 47 4
2371 19 17 7 6 -11292 3368 4981 568064 544410124
2371 19 17 7 6 26091 -21679 8349 568064 544410124
2371 19 17 7 6 -553265 -18311 13330 -568064 544410124
2377 38 11 8 0 -255 50 93 18805 589948
2377 38 11 8 0 3279 -1409 329 18805 589948
2377 38 11 8 0 -15781 -1359 422 -18805 589948
2413 47 3 0 2 -25 -10 43 34414 1962748
2413 47 3 0 2 8981 -11569 678 34414 1962748
2413 47 3 0 2 -25458 -11579 721 -34414 1962748
2413 20 17 15 5 -71 17 24 2791 12964
2413 20 17 15 5 120 -106 41 2791 12964
2413 20 17 15 5 -2742 -89 65 -2791 12964
2437 -1 19 0 10 2 3 3 258 108
2437 -1 19 0 10 1 3 3 255 108
2437 -1 19 0 10 -1 —6 3 258 108
2437 -1 19 0 10 -2 -6 3 255 108
2437 -1 19 0 10 -256 -3 6 -255 108
2437 -1 19 0 10 -257 -3 6 -258 108
2439 0 19 9 9 0 1 1 87 12
2439 0 19 9 9 -1 1 1 84 12
2439 0 19 9 9 0 -2 1 87 12
2439 0 19 9 9 -1 -2 1 84 12
167
p q sfi si t traza(5) 4S(6)/p
2439 0 19 9 9 -86 -1 2 -84 12
2439 0 19 9 9 -87 -1 2 -87 12
2443 1 19 IB 3 -27 38 36 3161 16432
2443 1 19 18 3 -49 -74 38 3161 16432
2443 1 19 18 8 -3237 -36 74 -3161 16432
2449 2 19 8 7 -8 34 31 2772 12684
2449 2 19 8 7 -30 -65 34 2772 12684
2449 2 19 a 7 -2810 -31 65 -2772 12684
2479 5 19 16 4 35 -3 1 181 23
2479 5 19 16 4 -2 1 2 181 28
2479 5 19 16 4 -148 -2 3 -181 28
2493 45 7 5 0 -514 101 232 80955 10516996
2493 45 7 5 0 20014 -10683 1493 80955 10516996
2493 45 7 5 0 -61455 -10582 1725 -80955 10516996
2493 6 19 6 3 -1113 1736 1453 138297 30682192
2493 6 19 6 3 407 -3194 1736 138297 30682192
2493 6 19 6 3 -139003 -1458 3194 -138297 30682192
2503 22 17 14 3 -446 123 152 18696 562116
2503 22 17 14 3 930 -702 275 18696 562116
2503 22 17 14 3 -18212 -579 427 -18696 562116
2509 7 19 15 2 -3 3 2 196 76
2509 7 19 15 2 -15 -5 3 196 76
2509 7 19 15 2 -214 -2 5 -196 76
2521 47 5 1 0 17045 5065 313 440682 258763836
2521 47 5 1 0 115015 -79133 7882 440682 258763836
2521 47 5 1 0 -308622 -74068 8195 -440682 258763836
2539 40 11 7 9 -3390 -301 1204 263138 109083604
2539 40 11 7 9 -3391 -301 1204 263135 109083604
2539 40 11 7 9 48081 -23779 4515 263138 109083604
2539 40 11 7 9 48080 -23779 4515 263135 109083604
2539 40 11 7 9 -218446 -24080 5719 -263135 109083604
2539 40 11 7 9 -218447 -24080 5719 -263138 109083604
2547 36 13 1 9 -2187 -24 889 160596 40501588
2547 36 13 1 9 24555 -11461 2643 160596 40501588
2547 36 13 1 9 -138228 -11485 3532 -160596 40501588
2547 9 19 14 0 45 -146 66 4959 64144
2547 9 19 14 0 -1025 66 80 4959 64144
2547 9 19 14 0 -5939 -80 146 -4959 64144
2557 49 1 0 0 1 1 0 52 4
2557 49 1 0 0 0 1 0 49 4
168
P 01 q sp si t u traza(d) 4S(S)/p
2557 49 1 0 0 -51 -49 1 -49 4
2557 49 1 0 0 -52 -4 9 1 -52 4
2557 49 1 0 0 -1 -50 1 52 4
2557 49 1 0 0 -2 -50 1 49 4
2569 10 19 4 18 -21 10 14 1465 4432
2569 10 19 4 18 -121 -62 24 1465 4432
2569 10 19 4 18 -1607 -52 38 -1465 4432
2587 46 7 1 6 -3 -1 2 719 796
2587 46 7 1 6 -4 -1 2 716 796
2587 46 7 1 6 188 -106 13 719 796
2587 46 7 1 6 187 -106 13 716 796
2587 46 7 1 6 -533 -107 15 -716 796
2587 46 7 1 6 -534 -107 15 -719 796
2623 41 11 1 8 -109 37 3 1910 10228
2623 41 11 1 8 106 -248 49 1910 10228
2623 41 11 1 8 -1913 -211 52 -1910 10228
2623 37 13 7 8 -371 4 123 22897 800548
2623 37 13 7 8 3430 -1615 373 22897 800548
2623 37 13 7 8 -19838 -1611 496 -22897 800548
2641 47 8 4 5 -4757 -814 464 106623 20041104
2641 47 8 4 5 33617 -14254 1970 106623 20041104
2641 47 8 4 5 -77763 -15068 2434 -106623 20041104
2647 13 19 12 15 -877 207 509 55032 4544724
2647 13 19 12 15 979 -1941 716 55032 4544724
2647 13 19 12 15 -54930 -1734 1225 -55032 4544724
2653 25 17 4 0 -118 43 47 6220 58156
2653 25 17 4 0 455 -227 90 6220 58156
2653 25 17 4 0 -5883 -184 137 -6220 58156
2659 50 1 0 0 1 1 0 53 4
2659 50 1 0 0 0 1 0 50 4
2659 50 1 0 0 -52 -50 1 -50 4
2659 50 1 0 0 -53 -50 1 -53 4
2659 SO 1 0 0 -1 -51 1 53 4
2659 50 1 0 0 -2 -51 1 50 4
2677 14 19 2 14 -658 168 397 43254 2804556
2677 14 19 2 14 1204 -1527 565 43254 2804556
2677 14 19 2 14 -42708 -1359 962 -43254 2804556
2701 38 13 0 7 -22 -1 3 484 388
2701 38 13 0 7 82 -35 8 484 388
2701 38 13 0 7 -424 -36 11 -484 388
2709 51 4 2 3 -5 0 2 1401 2928
169
p q si t traza(5) 4S(5)/p
2709 51 4 2 3 553 — 366 26 1401 2928
2709 51 4 2 3 -853 — 3 66 28 -1401 2928
2709 42 11 6 7 -2 0 1 240 84
2709 42 11 6 7 -3 0 1 237 84
2709 42 11 6 7 46 -21 4 240 84
2709 42 11 6 7 45 -21 4 237 84
2709 42 11 6 7 -195 -21 5 -237 84
2709 42 11 6 7 -196 -21 5 -240 84
2709 15 19 11 13 -32 7 15 1674 4156
2709 15 19 11 13 39 -59 22 1674 4156
2709 15 19 11 13 -1667 -52 37 -1674 4156
2743 16 19 1 12 168 -125 4 -1052 56692
2743 16 19 1 12 -4077 -113 117 -1052 56692
2743 16 19 1 12 -2857 -238 121 1052 56692
2763 51 1 0 0 1 1 0 54 4
2763 51 1 0 0 0 1 0 51 4
2763 51 1 0 0 -53 -51 1 -51 4
2763 51 1 0 0 -54 -51 1 -54 4
2763 51 1 0 0 -1 -52 1 54 4
2763 51 1 0 0 -2 -52 1 51 4
2763 27 17 3 15 -18 0 7 975 1372
2763 27 17 3 15 -19 0 7 972 1372
2763 27 17 3 15 80 -49 14 975 1372
2763 27 17 3 15 79 -49 14 972 1372
2763 27 17 3 15 -912 -49 21 -972 1372
2763 27 17 3 15 -913 -49 21 -975 1372
2779 17 19 10 11 -20 6 11 1296 2388
2779 17 19 10 11 41 -45 17 1296 2388
2779 17 19 10 11 -1275 -39 28 -1296 2388
2797 43 11 0 6 -4 6 0 21 5091 37044
2797 43 11 0 6 -47 0 21 5088 37044
2797 43 11 0 6 1046 -441 84 5091 37044
2797 43 11 0 6 1045 -441 84 5088 37044
2797 43 11 0 6 -4090 -441 105 -5088 37044
2797 43 11 0 6 -4091 -441 105 -5091 37044
2817 33 16 8 7 -5 0 2 297 112
2817 33 16 8 7 45 -14 4 297 112
2817 33 16 8 7 -257 -14 6 -297 112
2817 18 19 0 10 -23 14 1 297 964
2817 18 19 0 10 -285 -31 15 297 964
2817 18 19 0 10 -605 -17 16 -297 964
P m q Sfi Si t U V traza(6) 4S{6)/p
2821 50 5 2 2 7 2 0 121 16
2821 50 5 2 2 -83 -20 - 2 -121 16
2821 50 5 2 2 31 -22 2 121 16
2821 28 17 11 14 -3 0 1 142 28
2821 28 17 11 14 —4 0 1 139 28
2821 28 17 11 14 12 -7 2 142 28
2821 28 17 11 14 11 -7 2 139 28
2821 28 17 11 14 -132 -7 3 -139 28
2821 28 17 11 14 -133 -7 3 -142 28
2857 19 19 9 9 -175 54 60 7521 93744
2857 19 19 9 .9 -115 -288 114 7521 93744
2857 19 19 9 9 -7811 -234 174 -7521 93744
2863 40 13 12 5 -14 2 3 656 652
2863 40 13 12 5 90 -47 11 656 652
2863 40 13 12 5 -580 -45 14 -656 652
2869 52 1 0 0 1 1 0 55
2869 52 1 0 0 0 1 0 52
2869 52 1 0 0 -54 -52 1 -52
2869 52 1 0 0 -55 -52 1 -55
2869 52 1 0 0 -1 -53 1 55
2869 52 1 0 0 -2 -53 1 52
2869 13 20 10 17 -9125 46 974 81337 11930224
2869 13 20 10 17 2433 -3014 1020 81337 11930224
2869 13 20 10 17 -88029 -2968 1994 -81337 11930224
2881 49 7 3 3 5 1 0 64
2881 49 7 3 3 -44 -7 1 -64
2881 49 7 3 3 15 -8 1 64
2881 29 17 2 13 -51 2 20 2945 12016
2881 29 17 2 13 265 -146 42 2945 12016
2881 29 17 2 13 -2731 -144 62 -2945 12016
2887 44 11 5 5 -112402 -10771 5544 602590 896157124
2887 44 11 5 5 149117 -62569 11405 602590 896157124
2887 44 11 5 5 -565875 -73340 16949 -602590 896157124
2899 47 9 3 2 -13 17 33 10924 160876
2899 47 9 3 2 2581 -1125 182 10924 160876
2899 47 9 3 2 -8356 -1108 215 -10924 160876
2899 20 19 18 8 -67 16 25 3119 13324
2899 20 19 18 8 113 -107 41 3119 13324
2899 20 19 18 8 -3073 -91 66 -3119 13324
2923 52 3 2 0 -147 -45 22 18163 463852
2923 52 3 2 0 4681 -5944 329 18163 463852
171
P m q si t traza(5) 4S(6)/p
2923 52 3 2 0 -13629 -5989 351 -18163 463852
2923 40 14 0 2 -1069 166 368 70777 6857872
2923 40 14 0 2 12933 -4169 1086 70777 6857872
2923 40 14 0 2 -58913 -4003 1454 -70777 6857872
2947 41 13 5 4 -3 2 4 905 1072
2947 41 13 5 4 151 -60 14 905 1072
2947 41 13 5 4 -757 -58 18 -905 1072
2977 53 1 0 0 1 1 0 56
2977 53 1 0 0 0 1 0 53
2977 53 1 0 0 -55 -53 1 -53
2977 53 1 0 0 -56 -53 1 -56
2977 53 1 0 0 -1 -54 1 56
2977 53 1 0 0 -2 -54 1 53
2979 45 11 10 4 -267 14 84 21753 635824
2979 45 11 10 4 4311 -1834 350 21753 635824
2979 45 11 10 4 -17709 -1820 434 -21753 635824
2983 50 7 6 2 15 -9 2 435 156
2983 50 7 6 2 145 -42 5 435 156
2983 50 7 6 2 -275 -51 7 -435 156
3007 31 17 1 11 -353 27 128 19874 530788
3007 31 17 1 11 1910 -977 283 19874 530788
3007 31 17 1 11 -18317 -950 411 -19874 530788
3031 52 5 1 0 -80 23 61 36641 1772092
3031 52 5 1 0 10528 -7024 633 36641 1772092
3031 52 5 1 0 -26193 -7001 694 -36641 1772092
3033 42 13 11 3 -288 32 85 18585 455956
3033 42 13 11 3 3080 -1233 287 18585 455956
3033 42 13 11 3 -15793 -1201 372 -18585 455956
3037 23 19 7 5 -17 5 6 802 892
3037 23 19 7 5 31 -28 11 802 892
3037 23 19 7 5 -788 -23 17 -802 892
3073 46 11 4 3 -254 -18 21 3954 24732
3073 46 11 4 3 892 -351 66 3954 24732
3073 46 11 4 3 -3316 -369 87 -3954 24732
3073 32 17 9 10 -5 -1 3 436 196
3073 32 17 9 10 69 -18 5 436 196
3073 32 17 9 10 -372 -19 8 -436 196
3097 49 9 2 0 1737 -704 99 2296 131164
3097 49 9 2 0 -3565 -451 110 2296 131164
3097 49 9 2 0 -4124 -1155 209 -2296 131164
172
P m q sp si t u traza(6) 4S(f)/p
3097 37 16 8 3 12803 -3998 478 -30169 32112688
3097 37 16 8 3 -94581 -4650 2564 -30169 32112688
3097 37 16 8 3 -51609 -8648 3042 30169 32112688
3121 43 13 4 2 -3599 375 1007 221833 63866548
3121 43 13 4 2 39702 -14591 3396 221833 63866548
3121 43 13 4 2 -185730 -14216 4403 -221833 63866548
3139 53 5 3 4 -138 -39 11 4669 30988
3139 53 5 3 4 1368 -995 82 4669 30988
3139 53 5 3 4 -3439 -1034 93 -4 669 30988
3139 25 19 6 3 -27 9 11 1530 2964
3139 25 19 6 3 95 -51 20 1530 2964
3139 25 19 6 3 -1462 -42 31 -1530 2964
3141 33 17 0 9 133 -55 11 366 3388
3141 33 17 0 9 -703 -33 22 366 3388
3141 33 17 0 9 -936 -88 33 -366 3388
3169 47 11 9 2 -1590 362 247 78934 8867836
3169 47 11 9 2 14431 -6997 1350 78934 8867836
3169 47 11 9 2 -66093 -6635 1597 -78934 8867836
3193 52 7 5 0 -31 6 13 5874 43356
3193 52 7 5 0 1569 -789 97 5874 43356
3193 52 7 5 0 -4336 -783 110 -5874 43356
3193 26 19 15 2 -44 1 0 -106 4
3193 26 19 15 2 1 -1 1 106 4
3193 26 19 15 2 -61 -2 1 -106 4
3241 53 8 4 7 -2707 -654 1120 444417 243765264
3241 53 8 4 7 141577 -58608 7186 444417 243765264
3241 53 8 4 7 -305547 -59262 8306 -444417 243765264
3303 45 13 3 0 -74 9 19 4401 23884
3303 45 13 3 0 828 -283 66 4401 23884
3303 45 13 3 0 -3647 -274 85 -4401 23884
3303 6 22 0 5 -2329 2860 2534 268641 87391984
3303 6 22 0 5 3095 -5394 2860 268641 87391984
3303 6 22 0 5 -267875 -2534 5394 -268641 87391984
3307 28 19 14 0 -821 249 190 29589 1248924
3307 28 19 14 0 515 -1068 439 29589 1248924
3307 28 19 14 0 -29895 -819 629 -29589 1248924
3313 56 1 0 0 1 1 0 59 4
3313 56 1 0 0 0 1 0 56 4
3313 56 1 0 0 -58 -56 1 -56 4
3313 56 1 0 0 -59 -56 1 -59 4
173
P q sp si t traza(5) 4S(i)/p
3313 56 1 0 0 -1 -57 1 59 4
3313 56 1 0 0 -2 -57 1 56 4
3357 36 17 7 6 -31 3 8 1383 2303
3357 36 17 7 6 158 -65 19 1383 2308
3357 36 17 7 6 -1256 -62 27 -1383 2308
3367 56 3 0 2 227 -279 12 -1335 8532
3367 56 3 0 2 -1579 -729 39 -1335 8532
3367 56 3 0 2 -17 -1008 51 1335 8532
3367 49 11 8 0 -3 1 0 40 4
3367 49 11 8 0 -41 -4 1 — 40 4
3367 49 11 8 0 2 -5 1 40 4
3367 29 19 4 18 -2 0 1 155 28
3367 29 19 4 18 -3 0 1 152 28
3367 29 19 4 18 12 -7 2 155 28
3367 29 19 4 18 11 -7 2 152 28
3367 29 19 4 18 -144 -7 3 -152 28
3367 29 19 4 18 -145 -7 3 -155 28
3397 4 6 13 9 12 -1411 -148 425 104984 12995716
3397 46 13 9 12 19266 -8185 1552 104984 12995716
3397 46 13 9 12 -87129 -8333 1977 -104984 12995716
3409 41 16 8 15 -393 -30 56 9743 119632
3409 41 16 8 15 1575 -608 138 9743 119632
3409 41 16 8 15 -8561 -638 194 -9743 119632
3411 54 7 4 5 -2182 -337 1033 495888 288372036
3411 54 7 4 5 136328 -72376 7927 495888 288372036
3411 54 7 4 5 -361742 -72713 8960 -495888 288372036
3469 50 11 2 10 3007 -1141 119 -8521 989212
3469 50 11 2 10 -16495 -2016 427 -8521 989212
3469 50 11 2 10 -4967 -3157 546 8521 989212
3493 47 13 2 11 -69 -5 23 5906 40396
3493 47 13 2 11 1140 -458 87 5906 40396
3493 47 13 2 11 -4835 -463 110 -5906 40396
3493 31 19 3 16 -24799 272 8429 1333249 2035494844
3493 31 19 3 16 114686 -59819 17130 1333249 2035494844
3493 31 19 3 16-1243362 -59547 25559 -1333249 2035494844
3517 53 9 0 5 176 -109 51 14845 205828
3517 53 9 0 5 4339 -1430 197 14845 205828
3517 53 9 0 5 -10330 -1539 248 -14845 205828
3523 55 7 0 4 -53 -7 35 17341 341236
3523 55 7 0 4 4966 -2492 273 17341 341236
174
q sp si traza((S) 4S(5)/p
3523 55 7 0 4 -12428 -2499 308 -17341 341236
3547 58 1 0 0 1 1 0 61 4
3547 58 1 0 0 0 1 0 58 4
3547 58 1 0 0 -60 -58 1 -58 4
3547 58 1 0 0 -61 -58 1 -61 4
3547 58 1 0 0 -1 -59 1 61 4
3547 58 1 0 0 -2 -59 1 58 4
3571 -1 23 0 12 2 3 3 312 108
3571 -1 23 0 12 1 3 3 309 108
3571 -1 23 0 12 -1 -6 3 312 108
3571 -1 23 0 12 -2 -6 3 309 108
3571 -1 23 0 12 -310 -3 6 -309 108
3571 -1 23 0 12 -311 -3 6 -312 108
3573 0 23 11 11 0 1 1 105 12
3573 0 23 11 11 -1 1 1 102 12
3573 0 23 11 11 0 -2 1 105 12
3573 0 23 11 11 -1 -2 1 102 12
3573 0 23 11 11 -104 -1 2 -102 12
3573 0 23 11 11 -105 -1 2 -105 12
3601 4 23 9 7 -29 59 53 5820 37668
3601 4 23 9 7 -15 -112 59 5820 37668
3601 4 23 9 7 -5864 -53 112 -5820 37668
3613 5 23 20 6 -4534 4362 3849 427749 202524732
3613 5 23 20 6 -2218 -8211 4362 427749 202524732
3613 5 23 20 6 -434501 -3849 8211 -427749 202524732
3627 33 19 2 14 19 1 0 90 4
3627 33 19 2 14 -65 -2 1 -90 4
3627 33 19 2 14 6 -3 1 90 4
3627 6 23 8 5 -53 68 59 6621 48468
3627 6 23 8 5 13 -127 68 6621 48468
3627 6 23 8 5 -6661 -59 127 -6621 48468
3643 7 23 19 4 -3020 1833 1577 177241 34949836
3643 7 23 19 4 -173 -3410 1833 177241 34949836
3643 7 23 19 4 -180434 -1577 3410 -177241 34949836
3661 8 23 7 3 -68 78 65 7505 61516
3661 8 23 7 3 -69 78 65 7502 61516
3661 8 23 7 3 49 -143 78 7505 61516
3661 8 23 7 3 48 -143 78 7502 61516
3661 8 23 7 3 -7523 -65 143 -7502 61516
3661 8 23 7 3 -7524 -65 143 -7505 61516
3667 59 1 0 0 1 1 0 62 4
3667 59 1 0 0 0 1 0 59 4
3667 59 1 0 0 -61 -59 1 -59 4
175
P q sp Si t U V traza(6) 4S(6)/p
3667 59 1 0 0 -62 -59 1 -62 4
3667 59 1 0 0 -1 -60 1 62 4
3667 59 1 0 0 -2 — 60 1 59 4
3673 40 17 5 2 -2416 442 735 143467 22405156
3673 40 17 5 2 18745 -6471 1912 143467 22405156
3673 40 17 5 2 -127138 -6029 2647 -143467 22405156
3679 52 11 1 8 12 -7 3 701 388
3679 52 11 1 8 203 -SI 8 701 338
3679 52 11 1 8 -486 -58 11 -701 388
3681 9 23 18 2 -516 332 273 31743 1101556
3681 9 23 18 2 112 -605 332 31743 1101556
3681 9 23 18 2 -32147 -273 605 -31743 1101556
3691 49 13 1 9 -1562 -79 566 152753 25325164
3691 49 13 1 9 31029 -11491 2135 152753 25325164
3691 49 13 1 9 -123286 -11570 2751 -152753 25325164
3727 11 23 17 0 -6 6 1 160 172
3727 11 23 17 0 -145 -7 6 160 172
3727 11 23 17 0 -311 -1 7 -160 172
3769 35 19 1 12 -21539 1350 7072 1227305 1598603152
3769 35 19 1 12 124917 -53554 15494 1227305 1598603152
3769 35 19 1 12-1123927 -52204 22566 -1227305 1598603152
3781 13 23 16 21 -66 20 57 7244 54268
3781 13 23 16 21 95 -211 77 7244 54268
3781 13 23 16 21 -7215 -191 134 -7244 54268
3787 53 11 6 7 -718 -42 249 82770 7235028
3787 53 11 6 7 19157 -7467 1203 82770 7235028
3787 53 11 6 7 -64331 -7509 1452 -82770 7235028
3789 60 1 0 0 1 1 0 63 4
3789 60 1 0 0 0 1 0 60 4
3789 60 1 0 0 -62 -60 1 -60 4
3789 60 1 0 0 -63 -60 1 -63 4
3789 60 1 0 0 -1 -61 1 63 4
3789 60 1 0 0 -2 -61 1 60 4
3793 50 13 7 8 -1287 283 97 38516 2098948
3793 50 13 7 8 5285 -3452 671 38516 2098948
3793 50 13 7 8 -34518 -3169 768 -38516 2098948
3811 14 23 4 20 -5 1 3 377 148
3811 14 23 4 20 -6 1 3 374 148
3811 14 23 4 20 9 -11 4 377 148
3811 14 23 4 20 8 -11 4 374 148
3811 14 23 4 20 -372 -10 7 -374 148
3811 14 23 4 20 -373 -10 7 -377 148
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P q sp si t U traza(6) 4S(«)/p
3843 42 17 4 0 -14 0 1 144 28
3843 42 17 4 0 22 -7 2 144 28
3843 42 17 4 0 -136 -7 3 -144 28
3843 36 19 10 11 -29 2 8 1425 2128
3843 36 19 10 11 139 -62 18 1425 2128
3843 36 19 10 11 -1315 -60 26 -1425 2128
3843 15 23 15 19 -85 2 0 -225 16
3843 15 23 15 19 -1 -2 2 225 16
3843 15 23 15 19 -141 -4 2 -225 16
3897 54 11 0 6 -159 -13 31 9795 102108
3897 54 11 0 6 2403 -883 142 9795 102108
3897 54 11 0 6 -7551 -896 173 -9795 102108
3897 51 13 0 7 -18 0 7 2004 4116
3897 51 13 0 7 -19 0 7 2001 4116
3897 51 13 0 7 423 -147 28 2004 4116
3897 51 13 0 7 422 -147 28 2001 4116
3897 51 13 0 7 -1598 -147 35 -2001 4116
3897 51 13 0 7 -1599 -147 35 -2004 4116
3913 61 1 0 0 1 1 0 64 4
3913 61 1 0 0 0 1 0 61 4
3913 61 1 0 0 -63 -61 1 -61 4
3913 61 1 0 0 -64 -61 1 -64 4
3913 61 1 0 0 -1 -62 1 64 4
3913 61 1 0 0 -2 -62 1 61 4
3913 59 8 4 1 -37 -6 2 495 336
3913 59 8 4 1 183 -66 8 495 336
3913 59 8 4 1 -349 -72 10 -495 336
3913 17 23 14 17 -3 2 0 25 16
3913 17 23 14 17 -85 -2 2 -25 16
3913 17 23 14 17 -57 -4 2 25 16
3931 43 17 12 16 -6041 -400 1543 324196 107162548
3931 43 17 12 16 44192 -18459 4229 324196 107162548
3931 43 17 12 16 -286045 -18859 5772 -324196 107162548
3937 47 16 8 9 -12145 56 3162 718753 524879248
3937 47 16 8 9 130089 -41330 9542 718753 524879248
3937 47 16 8 9 -600809 -41274 12704 -718753 524879248
3951 60 5 2 2 -2225 -44 1515 1190565 1434743044
3951 60 5 2 2 354611 -237283 18136 1190565 1434743044
3951 60 5 2 2 -838179 -237327 19651 -1190565 1434743044
3951 18 23 2 16 54 -46 15 1314 2884
3951 18 23 2 16 -260 -1 16 1314 2884
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p m q sP Si t U V traza(i) 4S(5)/p
3951 18 23 2 16 -1520 -47 31 -1314 2884
3991 59 7 5 0 -147 25 63 35558 1268548
3991 59 7 5 0 10094 -4824 529 35558 1268548
3991 59 7 5 0 -25611 -4799 592 -35558 1268548
3991 19 23 13 15 107 -5 1 361 52
3991 19 23 13 15 -2 -2 3 361 52
3991 19 23 13 15 -256 -7 4 -361 52
3997 38 19 9 9 169 -13 3 568 148
3997 38 19 9 9 6 -5 4 568 148
3997 38 19 9 9 -393 -18 7 -568 148
3.C. ANALISIS DE LA TABLA DE UNIPAPES FUNDAMENTALES.
El estudio de un sistema fundamental de unidades es 
considerado, en general, un problema computacional; es decir, 
parece claro que no se puede determinar sistemas de unidades 
fundamentales en funciôn de les coeficientes de un polinomio 
de definiciôn. Ahora bien, un anàlisis minucioso de la tabla 
de unidades fundamentales dada por la tesis en el apartado 
anterior, nos lleva a considerar las siguientes familias 
infinités de cuerpos cübicos ciclicos :
U = { K =« Q (0) : Irr ( 0 ,  Q ) = - px + p siendo
p = 3“^ p^. . .Pr con Pi = l (3) primo distintos dos a
dos, i c { 0, 2 ), 4p - 27 e ),
V = { K = Q (0) : Irr ( 0, Q ) = x^ - px + pq siendo
p = pj^ . . .pj.,pj^  a 1 (3) primo y distintos dos a dos,
q > 2, 4p - 27q2 = 1 },
W = { K = Q (0) : Irr ( 0, Q ) = x^ - px + pq siendo
p = 9 pj^...pp. Pi a 1 (3) primo y distintos dos a
dos, q > 2, 4p - 27q2 = 9, 3 / q ) .
Nosotros obtenemos un sistema fundamental de unidades 
para los cuerpos cübicos ciclicos pertenecientes a dichas 
familias. El sistema fundamental de unidades obtenido es
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sugerido tras el anàlisis de la tabla de unidades 
fundamentales. La demostracion de que en realidad es un 
sistema fundamental de unidades es realizada utilizando el 
teorema de Godwin. El haber computado todas las unidades de R 
distintas de ±1 en las c[ue se aicanza el minimo de la funciôn 
S de Godwin ha side decisive a la hora de analizar la tabla y 
obtener consecuencias.
Las buenas propiedades de los sistemas fundamentales de 
unidades c[ue obtenemos para las familias V y W nos van a 
perraitir dar un sencillo criterio sobre la paridad del numéro 
de clase. Dichos sistemas de unidades fundamentales también 
los utilizaremos al final del capitulo para estudiar el 
comportamiento del numéro de clase, de les cuerpos cübicos 
ciclicos de las familias V y W, cuando el discriminante 
converge a +«.
De la bibliografia consultada, se desprende que la tabla 
que nosotros presentamos es la ünica que permite deducir 
consecuencias y abstraer resultados générales para 
determinadas familias infinitas.
Mas aün, "traduciendo" a nuestro lenguaje la tabla de 
Gras, hemos observado determinadas relaciones générales en su 
tabla que él mismo parece haber sido incapaz de establecer. 
De hecho, su tabla 4 solo se explica por este 
desconocimiento. En los comentarios a los teoremas 3.13, 3.14 
y 3.15 estableceremos dichas relaciones.
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Teorema 3.13. : Sea K cübico ciclico de discriminante p^.
Supongamos q = l,o sea,K = Q(0) siendo Irr(0,0) = - px + p
Entonces :
(i) K es monogénico siendo (1, a, ) base entera de K.
(o = (m + 01)/3, 01 = (4p - 90 - 60^)/(4p - 27)1/2^ 
m = ( (4p - 27) V 2  _ 2)/ 2 ) .
(ii) { a , a ' ) es un sistema fundamental de unidades de K 
(o' es un conjugado de o) .
Demostraciôn :
(i) Por el lema 3.4. , a e R y disc(o) = p^ = disc(K). Por
tanto, (1, o, o^) es base entera de K y K es monogénico.
Ademâs, Irr(o,Q) = x^ - mx^ + ( (m^ - p)/3)x + (3pm - m^ -
- p(4p - 27)^/^)/27 = x ^ -  mx^ - (m + 3) x - 1. Por tanto, o 
es una unidad de R.
(ii) En este caso, y siguiendo la notaciôn prefijada en 
el apartado anterior, se tiene s^ == si = 0. Aplicando el 
apartado (ii) del teorema 3.8., tomando u = l y v = O s e  
tiene que 4(S(o)/p) = 4. Luego S(o) = p. Ahora bien, S(a) e 
pZ'*’ para todo a e R y S(^) / 0 si ^ es una unidad de R 
distinta de ± 1. Entonces, aplicando el teorema de Godwin, 
(0 ,0 ') es un sistema fundamental de unidades de K si p > 9. Y 
también lo es en los casos p = 7, 9 segün lo demuestra 
E. Thomas [T].
c.q.d.
Eiemplos : p = 7, 9, 13, 19, 37, 63, 79, 97, 117, 139, 163,
217, 247, 279, 313, 349, 387, 427, 469, 559, 607, 657, 709,
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763, 819, 877, 937, 1063, 1129, 1197, 1267, 1339, 1413, 1489, 
1567, 1729, 1899, 1987, 2077, 2169, 2263, 2263, 2359, 2557,
2659, 2763, 2869, 2977, 3199, 3313, 3547, 3667, 3789, 3913.
La familia anterior U de cuerpos cübicos ciclicos ha sido 
considerada, entre otros, por Harvey-Cohn [HCl], K. Uchida 
[U], E. Thomas [T], M.N. Gras [G3] y M. Watabe [Wi], siendo 
i = 1,....,6. Dicha familia tiene las siguientes buenas 
propiedades : existe una unidad fundamental monogénica y que 
no es totalmente positiva. Hecho de gran importancia a la 
hora de formuler teoremas sobre la paridad del nümero de 
clase, [HCl],[Wi] con i = 4,5.
Nota: Para los cuerpos cübicos ciclicos de discriminante 
p^ taies que 4p - 27 c las trazas que M.N. Gras [G2]
calcula son iguales a ((4p - 2 7 ) -  3)/2 (véase su tabla 4).
Teorema 3.14. : Sea K cübico ciclico de discriminante p^.
K = Q(0), Irr(9,Q) = x^ - px + pq y supongamos q > 2, 
4p - 27q^ = 1. Entonces :
(i) K es monogénico y (1, 0, 0^} es base entera de K.
(ii) M = 2 + 3a + 3 ((a^ + ((q + l)/2)a)/q es una unidad
de R. (a = (-1 + 01)/3, 01 * 4p - 9q0 - 60^).
(iii)(MrM') es un sistema fundamental de unidades de K; 
M' = -1 - 6a + 3((a^ + ((q + l)/2)a)/q) es un
conjugado de m *
(iv) Irr(M,Q) =« x^ - 3((1 + 9q)/2)x^ + ((27q - 3)/2)x + 1
(v) M no es totalmente positiva.
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Demostraciôn :
(i) disc(0) = 4p^ - 27p^q^ = p^ (4p - 27q^) = p2 = disc(K) .
Luego {1, 0, 0^) es base entera y K es monogénico.
(ii) M = 2 + 30 + 3 ((o2 + ((q + l)/2)o)/q) =
(( 3q - 1) + ( 9q - 1) 01 + 2 01^) / 6q.
Por el lema 3.7. tomando A = 3 q - 1 ,  B = 9 q - 1 ,  C = 2, 
r = 6q y teniendo en cuenta que 4p - 27q^ = 1,
-(6q)^N^Q(M) = 16p2 - 8p + 36pq - 108pq^ - 9q + (27q^ + 1) -
- 27q^ = 4p(4p - 27q2) - 8p + 9q(4p - 1) + 4p - 27q^ =
= 9q27q2 - 27q^ = 216q^.
Luego N^q(m) = -1. Para ver que fi € R  vamos a expresar fi como 
combinaciôn, con coeficientes en Z, de 1, 0 y 0^. Utilizando 
que 0^ = p0 - pq y 4p - 27q^ = 1, se tiene que
01 = 4p - 9q 0 - 6 0^, 01^ = 4p - 30^. Por tanto
M = (6p + ((1 + 9q) / 2)) + ((3 - 27q)/2)0 - 90^;
como 1 + 9q ■ 0 (2), 3 - 27q ■ 0 (2) , esos coeficientes
estàn e n  Z Y  fi € R. Estamos, pues, en condiciones de afirmar 
que fi es una unidad de R.
(iv) Vamos a encontrar la exprès iôn de I r r  (fi,Q) . Por ser
Tr^Q(0) = 0 y Tr^g(02) = 2p, Tr^g(M) = 3((1 + 9q)/2). Por el
lema 1.1., el coeficiente en x del lrr(fi,Q) es
81p2 - p((3 - 27q)/2)2 + 3(6p + ((1 + 9q)/2))^ - 36p(6p +
+ ((1 + 9q)/2)) - 27pq((3 - 27q)/2), que, operando y teniendo 
en cuenta que 4p - 27q^ = 1 ,  es igual a (27q - 3)/2.
Asi, Irr(M.Q) = - 3((1 + 9q)/2)x^ + 3((9q - l)/2)x + 1 =
= h(x), por notaciôn.
(V) Estudiamos ahora la situaciôn de las raices de Irr(M>Q) 
obtenido en el pârrafo anterior. Dicho polinomio tiene très
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raices reales que las dénotâmes como ^2 » ^3 - Veamos que :
0 < Ml < 1,
-1 < M2 < Of
-1 + 3((1 + 9q)/2) < M3 < 3((1 + 9q)/2).
En efecto, h(0) = 1 > 0, h(l) = -1 < 0, h(-l) = -27q < 0,
h(3((l+9q)/2)) = 9 ((81q^ - l)/4 ) + 1 > 0,
h(-l + 3((1 + 9q)/2)) = -27q < 0.
Por tanto, m no es totalmente positiva.
(iv) Por el apartado (i), {1, e, 9^) es una base entera de K. 
Vamos a obtener S (r) para r = oG + con a, 0 c Z.
S(r) = Tr^g(r^) - (rr' + rr'' + r 'r '').
Por el lema 1.1.,
rr* -r rr'' + r ' r ' ' = p^y3^ - pa^ + 3pqa/9.
Por otro lado, m^ = (a^ + p/3^)e^ + (-pq/3^ + 2 a 0 p ) e  - 2a/3pq.
Y, otra vez por el lema 1.1.,
Tr^g(r^) = (a^ -t- p^^)2p - 6a0pq.
Luego, S (r) = p(3a^ + p/3^  - 9a/3q) e p Z * . En particular,
tomando a = (3 - 27q)/2, ^ = - 9 tenemos que :
(S(M))/P = 3( (3 - 27q)/2)2 + 81p + 81q( (3 - 27q)/2) =
= (27 + 4 81p - 81 + 324p - 9 486q^)/4 =
= (27 - 8 1 + 2  8l)/4 = 27 ( hemos aplicado que
4p - 27q2 = 1).
Ahora bien, no existe r unidad de R distinta de ± 1
verificando S(r) < 27p. En efeoto, la inecuacidn S(r) < 27p 
équivale a 3a^ + p/3^  - 9a/3q < 27 para a, 0 e Z; multiplicande 
por 4 y completando cuadrados équivale a 
3 (2a - 2 q 0 ) ^  +  0 ^  < 108.Hay,pues, que demostrar que no existe 
r = r + a0 + 0 Q ^ distinto de ± 1 con a, 0, r e Z tal que
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N^g(r) = ± 1 y verificando 3(2o - 3q^)^ + 0 ^  < 108. Solo hay 
un numéro finito de valores para a, 0  e Z verificando dicha 
inecuacion; en concrete, dichos valores son ;
(% = (3q/3)/2, 0 € (2, 4, 6, 8 }, 
a = (± 1 + 3q/3)/2, 0 e (1, 3, 5, 7, 9), 
a = (±2 + 2 q 0 ) / 2 ,  0 € (2, 4, 6 , 8 ),
O - (±3 + 2 q 0 ) / 2 ,  0 € (1, 3, 5, 7),
a = (±4 + 2 q 0 ) / 2 ,  0  € (2, 4, 6 ),
a = (±5 + 3q/3)/2, 0 c {1,3,5).
Para cada uno de estos posibles valores de a y /3, la ecuaciôn 
N^g(r) = ± 1 , que, por el lema 1.1 ., équivale a
+ 2 p 0 + (3pqo^ - pa^ + p ^ 0 ^ )  V + ( ~ p ^ q a 0 ^ -pqa^ +
+ p^q^0^ ± 1) = 0 ,
no tiene solucion en F c Z (se aplica el teorema de Bolzano 
al polinomio en F cjue résulta al fi jar a y 0) . Por el teorema 
de Godwin, podemos concluir que (M ,M ') es un sistema 
fundamental de unidades de K.
La expresiôn de m' (un conjugado de n ) , dada en el enunciado 
del teorema,viene también sugerida por la lectura de la tabla 
de unidades fundamentales obtenida en el apartado anterior. 
La demostraciôn de que, en efecto, es un conjugado de m se 
hace aplicando el lema 1.1 ., viendo que tienen el mismo 
polinomio irreducible sobre Q.
c.q.d.
Eiemplos : p = 61, 331, 547, 817, 1141, 1951, 2437, 2977,
3571, 4219, 4921, 5677, 6487, 7351, 8269, 9241, 10267, 11347, 
12481, 13669, 14911, 16207, 17557, 18961.
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Nota ; Para los cuerpos cübicos ciclicos de discriminante 
p^ taies que 4p - 27q^ = 1, q > 2 las trazas que M.N. Gras 
[G2] calcula son iguales a (27q - 3)/2 (véase su tabla 4).
Teorema 3.15. : Sea K cübico ciclico de discriminante p^ .
K = 0(8) , Irr(8,0) = - px + pq y supongamos q > 2,
4p - 27q^ = 9 ,  3 / q. Entonces :
(i) (1, 0, 02/3) y (1, a. (((q - l)/2) + ((q - l)/2)a +
+ o2)/q) son bases enteras de K.
(a = 01/3, 01 = 4 (p/3) - 3q0 - 202).
(ii) M = (9(q - 1) + 3 (3q - 1)01 + 20l2)/(l8q) es una
unidad de R.
(iii)(M,M') es un sistema fundamental de unidades de K; 
M ' es un conjugado de n,
M' = (9(q - 1) - 3(3q + 1)01 + 20l2)/(18q).
(iv) Irr(M,0) = x^ - ((3 + 9q)/2)x2 + ((9q - 3)/2)x + 1.
(v) M no es totalmente positiva, (él y sus conjugados no 
son todos positivos).
Demostraciôn:
(ii) y (iv) Aplicando el lema 3.7., tomando A = 9 (q - 1), 
B = 3 ( 3 q - 1 ) ,  C = 2, r = 18q, y teniendo en cuenta que 
4p - 27q2 = 9 ,  se tiene que:
N^q (M) = -if Tr^g(M) =* (3 + 9q)/2, m m ' + MM'' + M'M'' =
= (9q - 3)/2.
Por tanto, Irr(M,0) = x^ - ((3 + 9 q ) / 2 ) x ^  + ((9q - 3)/2)x + 1 
que pertenece a Z[x], luego m es una unidad de R.
(i) Por el lema 1.1., 02/3 e R; dise (8) = 9p2, luego
186
disc ({1,8 ,02/3 ) ) = p2 = disc (K) , y dicha base es una base 
entera de K.
Por otro lado, (((q - l)/2) + ( (q - l)/2)o + a2)/q =
=  fi - (01/3) e R ya que fi, 01/3 e R. Por tanto,
( l,q, ( ( (q - l)/2) + ( (q - l)/2)c + a2)/q) es una Q-base de 
enteros cuyo discriminante es p2 ; es, pues, una base entera 
de K.
(v) Por notaciôn, h(x) = Irr(M,Q) . Para ver que fi no es 
totalmente positiva, vamos a estudiar la situaciôn de las
raices de h(x), (que dénotâmes como Mj_/ M2 » M 3) .
h(0) = 1 > 0 , 
h(l) = -1 < 0 , 
h(-l) = -9q < 0,
h ( (3 + 9q)/2) = 1+ ((9q + 3)(9q - 3))/4 > 0,
h(-l + (3 + 9q)/2) = -9q < 0.
Por tanto, 0 < M% < 1»
-1 < M2 < 0»
-1 + (3 + 9q)/2 < M3 < (3 + 9q)/2, y M no es totalmente
positiva.
(iii) Utilizando el teorema de Godwin demostramos a
continuaciôn que (m »M'} es un sistema fundamental de unidades
de K. Por el apartado (ii) del teorema 3.8. tomando u = v = = 
1, se tiene que S(m) = 3p. Dado que 8 no se puede poner como 
3 por un cuadrado màs otro cuadrado, sôlo hay que demostrar
que S (a) f  p para toda û unidad de R distinta de ± 1. En
concrete, hay que demostrar que para ( u = l ,  v = 0), (u = 0 ,
V = 1) y (u = -1, V = 1) no existe t e Z tal que a = t + ua
+ v((((q -l)/2) + ((q - l)/2)a + a2)/q) es una unidad de R.
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Veamos, por ejemplo, el caso u = 1, v = 0; los demàs casos 
son totalmente anâlogos.
S i u  = l, V = 0 entonces a = t + (91/3) ; tenemos, pues, que
demostrar que no existe t e Z tal que N^q (q ) = ± 1. Por la
proposiciôn 3.9. N^g(a) = ± 1 équivale a p(3t - 1) - 9t^ = ±9 
O s e a ,  P(t) = t-* - 3(p/9)t +((p/9) ± 1 )  = 0 no debe tener
raices en Z. En efecto,P(0) = (p/9) ± l;por ser 4p - 27q2 = 9
con q > 2 ==> p > 9 ==> P(0) > 0.
P(l) = -2(p/9)+2 6 -2(p/9)==> P(l) < 0 
Luego P(t) tiene una raiz S tal que 0 < <S < 1. Dividiendo 
P(t) entre t - 6 nos queda + St + - (p/3).
Las raices de dicho polinomio de segundo grado son,
(-5 ± (-342 + (4p/3) ) ^ /2)/2 = (-5 ± (-342 + 3 + 9q2) V 2)/2 .
Veamos a continuaciôn que dichas raices no son de Z . En 
efecto:
0 < 4 < 1 = = > (( 9q2 + 3 (1 - 42) ) ^ /2)/2 <
< ((9q2 + 3) V 2)/2 < (i + 3q)/2;
luego (-4 - (-342 + 3 + 9q2)^/2)/2 > (-3q - 2)/2.
Por otro lado, (-342 + 3 + 9q2) ^ /2)/2 > (3q/2) , por
tanto, (-4 - (-342 + 3 + 9q2)V2)/2 < (-3q)/2 . Pero,
el ünico elemento de Z entre -3q/2 y -1 - (3q/2) es
-q - ( (q + l)/2) que no es raiz de P(t) . Anàlogamente,
(3q - l)/2 < (-4 + (-342 + 3 + 9q2)V2)/2 < (3q + l)/2. 
Asi, P(t) no tiene raices en Z.
Por el teorema de Godwin, n es una unidad fundamental de K y 
{fi,fi') es un sistema fundamental de unidades de K. La 
expresiôn de m' (conjugado de fi) dada en el enunciado del 
teorema, viene también sugerida tras la lectura de la tabla
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de unidades fundamentales. La demostraciôn de que es un 
conjugado se hace aplicando el lema 3.7., tomando A
= 9(q - 1 ) ,  B =* -3(3q + 1 ) ,  C = 2, r = 18q, y viendo que 
I r r ( M ',0) = Irr(M»Q); también tenemos que aplicar que
4p - 27q2 = 9.
c.q.d.
Eiemplos; p = 171, 333, 819, 1143, 2439, 3573, 4221, 5679,
6489, 8271, 9243, 11349, 12483, 14913, 16209.
Nota: Para los cuerpos cübicos ciclicos de discriminante 
p2 taies que 4p - 27q2 » 9 ,  q > 2 ,  3 / q las trazas que
M.N. Gras [G2] calcula son iguales a (9q - 3)/2 (véase su
tabla 4).
centrâmes ahora nuestro estudio en las familias de
cuerpos cübicos ciclicos V y W. Nos proponemos dar resultados 
relatives al nümero de clase para cada una de taies familias. 
En concrete, estudiamos:
1) Teoremas sobre la paridad del nümero de clase.
2) Comportamiento del nümero de clase cuando el
discriminante tiende hacia infinite.
El primer punto ha sido tratado para la familia U por 
Harvey-Cohn [HCl] y M. Watabe[Wi], i = 4, 5. El segundo punto 
para la familia U ha sido estudiado por M. Watabe [W2].
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1) Teoremas sobre la paridad del nümero de clase para las 
familias V v W. Tanto para la familia V como para la familia 
W se da la circunstancia de que la unidad fundamental n que 
la tesis obtiens es no totalmente positiva. Por tanto, toda 
unidad de R totalmente positiva tiene que ser un cuadrado en 
R . La tesis lo que hace es encontrar, para cada una de las 
familias V y W, un elemento o c R totalmente positive y tal 
que el ideal c[ue engendra es un cuadrado j 2 , En las hipôtesis 
del teorema sobre la paridad del nümero de clase, que a 
continuaciôn enunciamos, lo que hacemos es imponer una 
condiciôn suficiente para poder asegurar que dicho elemento a 
no es un cuadrado en R. De donde, la clase del ideal J es un 
elemento de orden dos en el grupo de clases de K y el nümero 
de clase de K es par.
Teorema 3.16 .: Sea K cuerpo de nümeros cübico ciclico de
discriminante p2. K = Q(8 ) , Irr(0,Q) = - px + pq y
supongamos 4p - 27q2 = i, q > 2. Si q es un cuadrado (en Z) y 
(1 + 3q)/2 no es un cuadrado en Zqj_ para al menos un qi 
divisor primo de q, entonces el nümero de clase de K es par. 
Demostraciôn; Los primos divisores de p son los ünicos que 
ramifican en K. Por ser (p, q) = 1, entonces los primos
divisores de q son no ramificados en K. Veamos que todo 
divisor primo de q descompone completamente en K. Sea qj 
primo divisor de q; dise (9) = disc(K) ==> q^j[ indice( 9).
x^ - px + pq a x(x - ((1 + 3q)/2))( X + ((1 + 3q)/2)),
(ZqjCx])
ya que 4p - 27q^ = 1.
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Luego qjR = (qj,8)(qj,8 - ((1 + 3q)/2))(qj,8 + ((1 + 3q)/2 )). 
Por notaciôn, Qjj^  = (qj ,8) , Qjg = ( 9j ,8 - ( ( 1 + 3q)/2)),
Qj3 = (qj,8 + ((1 + 3q)/2 )).
Sea a = -8 + ((1 + 3q)/2) c R. Veamos, en primer lugar, que a 
es totalmente positive (él y sus conjugados son positivos). 
Para ello, tenemos que ver que las raices de f(x) = - px +
+ pq son menores que (1 + 3q)/2. Ahora bien, los extremes 
relatives de f(x) se alcanzan en ±(p/3)^/2  ^ Como 
f((P/3 )^/2 ) = p ( q - ( 2 / 3 )  (p/3)^/2) < 0 ,
f (- (p / 3)^/2) - p(q + (2/3) (p/3) V 2 )  > o; y
lim  f(x) = ±«* respect ivamente, es suf iciente ver que
f ( (1 + 3q)/2) > 0 (nôtese que (1 + + 3q)/2 > (p/3) ^ /2) . En 
efecto,
f (( 1 + 3q) / 2) = (1 + 27q2 + 27q2 + 9q - 4p - 4pq )/8 =
= (4p + 4pq - q + 9q - 4p - 4pq)/8 = q > 0. 
Por consiguiente, a = - 8 + ( ( 1 +  3q)/2) es totalmente
positive.
En segundo lugar, el ideal (û) es necesariamente el cuadrado 
de un ideal de R. En efecto, N^q(- 8 + ((1 + 3q) / 2)) =
= f ((1 + 3q)/2) = q, que, por hipôtesis, es un cuadrado en Z. 
Ahora bien, a = - 8 + ((1 + 3q)/2) e Qjg pero o / Qj^, Qj]. 
Necesariamente, (a) = j2, J es un ideal de R.
Y, en tercer lugar, de la hipôtesis (1 + 3q)/2 no es un 
cuadrado en Zqj^,para al menos un q^ divisor primo de q, vamos 
a deducir que a = - 8 + ((1 + 3q)/2) no es un cuadrado en R. 
Supongamos a =  0^ con 0 e R. Entonces, (I + 3q)/2 = 0^ (Qii)• 
Pero, el grupo de Galois de K sobre Q actüa transitivamente 
sobre los primos de K que yacen sobre un mismo primo de Z
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( véase [M,th. 23]). Luego ( 1 + 3q )/2 = 0 ' ^ ( ) »
(1 + 3q)/2 a ^''2( 0^3). Ahora bien , por ser qj^ R = Q ü Q i 2Qi3 
tenemos el siguiente isomorfismo
R/qi < > R/Q^j^ X R/Qi2 X R/Qi3
s ---------------> (s + + Qi2/S + Qi])-
Existe, pues, un ünico r e R / r + = P + ^ii»
r + Qi2 = A' + Qi2,
r + Q i ] = 2 '' + Q^3.
De donde, (1 + 3q)/2 a r^ (q^ R^) . Por el teorema 3.14. ,
{1,0 ,0 2 } es base entera de K. Luego r = A + B9 + ce ^ con 
A,B,C e Z. Asi, (1 + 3q)/2 = (A + B8 + C02)2 + q^(o + E 8 +
+ F02); siendo D,E,F e Z. Teniendo en cuenta que 8^= pe - pq, 
(1 + 3q)/2 = (a2 - 2BCpq + Oj^ D) + (2AB + 2BCp - pqc2 + Eq^)8 
+ (b2 + pc2 + 2AC + Fqi)02,
Luego (1 + 3q)/2 = a 2 - 2BCpq + q^D a A2(q^), absurdo por
hipôtesis.
Resumiendo,hemos encontrado un elemento a = -8 + ((1 + 3g)/2) 
de R tal que es totalmente positive, no es un cuadrado en R y 
el ideal (a) es el cuadrado de un ideal de R. Terminâmes la 
demostraciôn del teorema razonando de la siguiente manera: 
tenemos (a) = j2; veamos que J no es un ideal principal de R.
Razonamos por reducciôn al absurdo. Supongamos J = (r) con
r e R ==> (a) = (r2) ==> a = uf2 siendo u una unidad de R. 
Por ser a y  totalmente positivos, u también es totalmente 
positive. Ahora bien, por el teorema 3.14. , es un
sistema fundamental de unidades de K siendo m no totalmente 
positiva. Como ninguna d e p ,  fi', fifi' es totalmente positiva, 
u es necesariamente un cuadrado de R. De donde a - uf2 c r2 ^
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absurdo. Asi, J no es un ideal principal y el orden de J en
el grupo de clases de K es 2.
c.q.d.
Eiemplos;
1) p= 547, q = 9.
5 no es un cuadrado en Z3 , luego el numéro de clase h de K 
es par.
2) p = 4219, q = 25.
8 no es un cuadrado en Zg, luego h es par.
Teorema 3.17 . : Sea K cuerpo de numéros cübico ciclico de
discriminante p^ . K = Q(Q), Irr(6 ,Q) = - px + pq y
supongamos 4p - 27q^ = 9 ,  q > 2, 3 /  q. Si q es un cuadrado
(en Z) y (3 + 3q)/2 no es un cuadrado en Zg^ para al menos un
qi divisor primo de q, entonces el numéro de clase de K es 
par.
Demostraciôn; Los primos divisores de p son los ünicos que 
ramifican en K. Por ser (p, q) = 1, entonces los primos
divisores de q son no ramif icados en K. Veamos que todo
divisor primo de q descompone completamente en K. Sea qj 
primo divisor de q; d i s e (9) » 9 p ^ ,3/q ==> q^/lndice(8 ).
- px + pq a X ( X - ((3 + 3q)/2)) ( x + (( 3 + 3q)/2)),
(Zqj[x]) ya que 4p - 27q^ = 9.
Luego qjR => (qj,e)(qj,8 - ((3 + 3q)/2))(qj,0 + ( (3 + 3q)/2)). 
Por notaciôn, Qjj^  = (qj,8 ), Qjg = (qj ,8 - ((3 + 3q)/2)),
Qj3 = (qj,e + ((3 + 3q)/2)),
Sea a = -8 + ((3 + 3q)/2) € R. Veamos, en primer lugar, que a
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es totalmente positive. Para ello, tenemos que ver c[ue las 
raices de f(x) = x^ - px + pq son menores que (3 + 3q)/2. 
Ahora bien, los extremes relatives de f(x) se alcanzan en 
±(P/3)^/2. Como f ( (p/3) V 2 )  = p ( q - (2 / 3) (p/3) < 0,
f(- (P / 3 ) =  p(q + (2/3)(p/3)1/2) > 0; y
lim ^  f(x) = ±00 es suficiente ver que f((3 + 3q)/2) > 0
(nôtese que (3 + + 3q)/2 > (p/3)^/^). En efecto, 
f(( 3 + 3q) / 2) = (27 + 27q^ + 81q^ + 81q - 12p - 4pq )/8 =
(-9q - 27q3 - 27 - 81q^ + 81q)/8 = 9q > 0.
Por consiguiente, a = - 9 + ((3 + 3q)/2) es totalmente
positive.
En segundo lugar, el ideal (a) es necesarlamente el cuadrado 
de un ideal de R. En efecto, N^q (- 0 + ( (3 +- 3q) / 2)) =
= f((3 + 3q)/2) = 9q, que es un cuadrado en Z, ya que, por
hipôtesis, q e Z^. Ahora bien, a = - 0 + ((3 + 3q)/2) e Qj2 
pero a / Qji» Qj]. Necesar lamente, (a) = J^, J es un
ideal de R.
Y en tercer lugar, de la hipôtesis (3 + 3q)/2 no es un
cuadrado en Z se deduce de forma totalmente anâloga a como se
hace en el teorema anterior que a = - 0 + ((3 + 3q)/2) no es 
un cuadrado en R.
Resumiendo, hemos encontrado un elemento
a -0 + ((3 + 3q)/2) de R tal que es totalmente positive, no 
es un cuadrado en R y el ideal (a) es el cuadrado de un ideal 
de R. Terminâmes la demostraciôn del teorema razonando de la 
misma forma que en el teorema anterior :
tenemos (a) = J^; veamos que J no es un ideal principal de R. 
Razonamos por reduceiôn al absurdo. Supongamos J = (r) con
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r € R ==> (q) = (t^) ==> a = u t ^ siendo u una unidad de R. 
Por ser a y totalmente positives, u también es totalmente 
positive. Ahora bien, por el teorema 3.15. , (MfM*) es un
sistema fundamental de unidades de K siendo n no totalmente 
positiva. Como ninguna de m» M'» MM' es totalmente positiva, 
u es necesariamente un cuadrado de R. De donde a = ut^ e R^ , 
absurdo. Asi, J no es un ideal principal y el orden de J en 
el grupo de clases de K es 2.
c.q.d.
ElsaPi?:
1) p- 16209, q = 49.
12 no es un cuadrado en Z y , luego el numéro de clase h de K 
es par.
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2) Comportamiento del numéro de clase cuando el discriminante 
tiende hacia infinite para las families V v W .
La tesis demuestra que el nümero de clase de los cuerpos 
cübicos ciclicos de la familia V y de la familia W tiende a 
infinito cuando el discriminante tiende a infinite. Con este 
fin utilizaremos la fàrmula
lim |D|— >co (log( )/log( ( (D^l ) 1
(hjç es el numéro de clase de K, Rjç es el regulador de K y D 
es el discriminante de K). Dicha fôrmula fue establecida por 
Siegel para cuerpos cuadràticos y Brauer [B] para cuerpos de 
numéros algebraicos générales (fijado el grade).
Para la familia de cuerpos cübicos ciclicos U ya tenemos 
el estudio que, en 1983, realiza M. Watabe [W2].
Teorema 3.18 .; Sea K cübico ciclico de discriminante p^.
K = Q(8 ), Irr(9,Q) = - px + pq y supongamos q > 2,
4p - 27q2 = 1 . Entonces lim p hjç = +«> .
Demostraciôn:
Por el teorema 3.14., es un sistema fundamental de
unidades de K, siendo Irr(M/Q) = x^ - 3 (( 1 + 9q)/2)x^ +
+ ( (27q - 3)/2)X + 1, (= h(x) por notaciôn) . Ademàs, en la
demostraciôn del citado teorema se demuestra que las raices 
Ml/ M2 y ^3 de h(x) verifican:
-1 < Ml < 0,
0 < M ]  < 1,
-1 + 3((1 + 9q)/2) < M ] <  3((1 + 9q)/2).
Nuestro primer objetivo es demostrar que
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lim p ^  (log(Rjç)/log(p) ) es igual a cero. Una vez que
demostremos esto, el enunciado del teorema se sigue de forma 
inmediata aplicando la ya mencionada fôrmula
lin p__>« (log( hjçRK )/log(p)) = 1 .
Por definiciôn, Rjç = abs ( log ( | m 1 1 ) log (M3 ) - (log(M2 ))^)*
Pero, se tiene log ( |mi1 ) < 0, log (M3) > 0, luego
Rj. = - log( ImiI )log(M3) + (log(M2>)^)-
Vamos a obtener, en primer lugar, majores cotas para las 
raices Mi» i = 1,2,3 de Irr(M,Q). 
h(-2/(3(l + 9q)>) =
= (1/(1 + 9q) ) (-8/(27(l + 9q)2) - 2/3 - 9q + 1) + 1.
Ahora bien, 1 > (1/(1 + 9q))(8/(27(l + 9q)^) + 2/3 + 9q - 1 )
ya que ello équivale a
3^(1 + 9q)3 > 8 + 18(1 + 9q)^ + (9q - 1)(1 + 9q)^27,
y denotando r = 1 + 9q,
27r^ > 8 + 18r^ + 27(r - 2)r^ = -36r^ + 27r^ + 8 
y como r > 19, esa inecuaciôn se verifica trivialmente. Luego 
h(-2/(3(l + 9q))) > 0.
Por otro lado, 
h(-l/(l + 9q)) =
= (1/(1 + 9q))(-1/(1 + 9q )2 - 3/2 - ((27q - 3)/2)) + 1.
Pero, h (-1/(1 + 9q)) < 0 ya que ello équivale a
2(1 + 9q)3 < 2 + 3(1 + 9q)^ + (27q - 3)(1 + 9q)^;
denotando r = 1 + 9q nos queda:
2r^ < 2 + 3r^ + (3r - 6)r^, que équivale a
0 < r^ - 3r^ + 2, que es cierta ya que r > 19.
Por tanto, -1/(1 + 9q) < M% < -2/(3 (1 + 9q) ) , de donde 
-log(lMil) < 109(3(1 + 9q)/2).
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A continuaciôn, veamos que 2/(1 +- 27q) < M2 < 1* La segunda 
desigualdad ya se demostrô en el teorema 3.14.; para 
demostrar la primera, vamos a comprobar que el signo de 
h(2/(l + 27q)) es positive. En efecto;
h(2/(l + 27q)) =
= (2/(1 + 27q))((l - 27q)/(l + 27q)2) + ((27q - 3)/2)) + 1.
Se tiene que (27q - 3)/2 > (- 1 + 27q)/(l + 27q)^, pues ello 
équivale a (27q - 3)(1 + 27q)^ > 54q - 2 <===>
(r - 2)(r + 2)^ > 2r, siendo por notaciôn
r = 27q - 1 > 53.
Queda, pues, demostrado que 2/(1 + 27q) < M2 < 1  ====>
===> log( 2/(1 + 27q )) < log(M2) < 0 ===>
(loq(M2))^ < (log((l + 27q)/2))2 < (log((3 + 27q)/2))2
Por otro lado, obviamente , log( M 3 ) < log((3 + 27q)/2).
Por tanto,
Rjç = -log( iMil )log(M3> + (log(M2))^ < 2(log((3 + 27q)/2))2
Pero, para q suficientemente grande, R^ > 1. Efectivamente,
-1/(1 + 9q) < Ml < -2/(3(l + 9q)) ==>
===> lim q__>+oo Ml = 0 ==> l i m q__>^ (logjMil) =
-1 + 3((1 + 9q)/2) < M3 < 3((1 + 9q)/2) ==>
===> lim q— >+«0 M3 = +« ==> lira q— >+«0 (log(M3>)= +«.
Luego, lim q__>+co (-log ( | Mi | ) log (M3 ) ) = +«• Y, en particular, 
Rjç >1 si q > qg para un cierto qg e N.
Tenemos, pues, 1 < R^ < 2(log( (3 + 27q)/2))^ para q > qg. 
Tomamos logaritmos en dichas desigualdades y dividimos entre 
log(p):
0 < log(Rjç)/logp < log2/logp + (2log(log((3 + 27q)/2) ) )/logp< 
< log2/logp + (2log(log((3 + 27q)/2)))/log((3 + 27q)/2))
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por ser p = (1 + 27q^)/4 > (3 + 27q)/2 ; para q > qg.
Ahora bien, el segundo miembro de la ultima desigualdad 
tiende a 0 cuando q — > +«o (o,de forma équivalente p — > +«) .
Por tanto, lim ^__>+* ( log (Rjç)/log (p) ) = 0 luego
lim p__>+oo (log(hjç)/logp) = 1
ya que lim p__>+« ( log( h^R^ )/logp ) = 1, [B]. Y,
necesariamente, lim p hjç = -H» .
c.q.d.
Teorema 3.19.; Sea K cübico ciclico de discriminante p^ .
K = Q(8 ), Irr(e,Q) - - px + pq y supongamos q > 2,
4p -27q^ = 9, 3 / q. Entonces lim p hj^  = +« .
Demostraciôn :
Por el teorema 3.15., es un sistema fundamental de
unidades de K, siendo Irr(M»Q) = x^ - 3 (( 1 + 3q)/2)x^ +
+ ((9q - 3)/2)x + 1, (= h(x) por notaciôn). Ademàs, en la
demostraciôn del citado teorema se demuestra que las raices 
Ml» M2 y M3 de h(x) verifican:
-1 < Ml < 0,
0 < M2 < 1»
-1 + 3((1 + 3q)/2) < M3 < 3({1 + 3q)/2).
Veamos, en primer lugar que; lim p (log(R^)/log(p) ) = 0.
Por definiciôn, R^ = a b s (l o g (|Mi1)l o g (M3 ) - (log(M2 >)^ ) - 
Pero, se tiene log ( |miI ) < 0, log (M3) > 0, luego
Rjç = - log( ImiI )log(M3) + (log(M2) ) ^ ) -
Vamos a obtener majores cotas para las raices de Irr( M, Q ) .
h(-2/(3(l + 3q))) = (1/(1 + 3q))(-8/(27(l + 3q)2) - 2/3 - 3q+
+ 1) + 1.
Ahora bien, 1 > (1/(1 + 3q))(8/(27(l + 3q)^) + 2/3 + 3q - 1 )
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ya que ello équivale a 3^(1 + 3q)^ > 8 + 18(1 + 3q)^ + (3q -
-1)(1 + 3q)^27,
y denotando r = 1 + 3q,
27r^ > 8 + l8r^ + 27(r - 2)r^ = -36r^ + 27r^ + 8 
y como r > 7, esa inecuaciôn se verifica trivialmente. Luego 
h(-2/(3(l + 3q))) > 0.
Por otro lado,
h(-l/(l + 3q)) = (1/(1 + 3q) ) (-1/(1 + 3q)^ - 3/2 - ( (9q -
- 3)/2)) + 1.
Pero, h(-l/(l + 3q)) < 0 ya que ello équivale a
2(1 + 3q)3 < 2 + 3(1 + 3q)^ + (9q - 3)(1 + 3q)^;
denotando r = 1 + 3q nos queda:
2r^ < 2 + 3r^ + (3r - 6)r^, que équivale a
0 < r^ - 3r^ + 2, que es cierta ya que r > 7.
Por tanto, -1/(1 + 3q) < < -2/(3 (1 + 3q) ) , de donde
-log(lMil) < log(3(l + 3q)/2).
À continuaciôn, veamos que 2/(1 + 9q) < ^2 < La segunda 
desigualdad ya se demostrô en el teorema 3.15.; para demostrar 
la primera, vamos a comprobar que h (2/(1 + 9q) ) > 0 .  En
efecto h(2/(l + 9q)) =
= (2/(1 + 9q))((l - 9q)/(l + 9q)2) + ((9q - 3)/2)) + 1.
Se tiene que (9q - 3)/2 > (- 1 + 9q)/(l + 9q)^, pues ello
équivale a:
(9q - 3)(1 + 9q)2 > 18q - 2 <===> (r - 3)(r + 1)^ > 2(r - 1),
siendo por notaciôn r = 9q > 18.
Queda, pues, demostrado que 2/(1 + 9q) < ^2 < 1  ====>
= = >  log( 2/(1 + 9q )) < log (M2) < 0 ===>
(log(M2))^ < (log((l + 9q)/2))2 < (log((3 + 9q)/2))2
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Por otro lado, obviamente , log( M3 ) < log((3 + 9q)/2).
Por tanto,
Rx = -log(|miI)log(M3) + (log(M2) < 2(log((3 + 9q)/2))^ 
Pero, para q suficientemente grande, > 1. Efectivamente, 
-1/(1 + 3q) < Ml < -2/(3(1 + 3q)) ==>
===> 11m q__>+co Ml = 0 ==> 11m q__>+« (log|Mil ) = -«•
-1 + 3((1 + 3q)/2) < M3 < 3((1 + 3q)/2) ==>
===> lim q M3 = “ > lim q— >+00 (log(M3) )= +«.
Luego, lim q _(-log ( [ Mi | ) log (M3 ) ) = +<=°- Y, en particular,
Rr >1 ei q > qg para un cierto qg e N.
Tenemos, pues, 1 < Rjç < 2 (log((3 + 9q)/2))^ para q > qg.
Tomamos logaritmos en dichas desigualdades y dividimos entre 
log(p);
0 < log(Rjç)/logp < log2/logp + (2log(log( (3 + 9q)/2) ) )/logp < 
< log2/logp + (21og(log((3 + 9q)/2)))/log((3 + 9q)/2)) por
ser p = (9 + 27q^)/4 > ( 3 +  9q)/2 ; para q > qg.
Ahora bien, el segundo miembro de la ültima desigualdad 
tiende a 0 cuando q — > + »  (o,de forma équivalente p — > +«).
Por tanto, lim q (log(R^)/log(p) ) = 0, luego
lim p__>« (log(hjç)/logp) * 1 ya que
lim p__>« ( logC hjçRjç )/logp ) = 1, [B].
Y, necesariamente, lim p = +«.
c.q.d.
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Fé de errata*.
Pâçina Linea Dice Debe decir
3 17 f<Pi/Z) » :R/Pj ! fiPj/Z) - CR/PjtZ/pZ3
14 7 si es no si 3 es no
33 6 bases enteras de K bases de enteros de K
36 27 Vp(disc(K)) = -1+ej+hj Vp(disc(K)>- /  <-l»e< +h<)f«
79 14 Vp(0) » -1 + e + h para e > 1, Vp<D) «■ -1 + e + h
128 10 siendo tg siendo tj = sj/3 y tg
128 12 siendo tg siendo tj«(l + sj)/3 y tg
2 2 184 14 1- « r ■
